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  دكتر نعمت اله تقي نژاد
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تصویری برای تحلیل نوسان در معادلات دیفرانسیل -رائه یک روش نموداریا
 تأخیری خطی مرتبه اول و کاربردهای آموزشی آن

 هانيه هاشمي

 hanieh.hashemi@iau.ac.ir : دانشگاه آزاد اسلامي، واحد علوم تحقيقات، دانشجوي دكتري

  چكيده

 ياگسترده يدار محسوب شده و كاربردهاحافظه يكيناميد يهاستميس يدر مدلساز يديكل يارهاابز يخط يريتأخ ليفرانسيد معادلات
ها، عموماً بر نوسان جواب صيتشخ ژهيومعادلات، به نيرفتار ا يفيك ليدارند. تحل ياضير يشناسستيكنترل تا ز ياز مهندس ييهادر حوزه

. سازديمواجه م يبا دشوار رمتخصصيو پژوهشگران غ انيدانشجو يدرك آن را برا استوار است كه يشهودو كم دهيچيپ يليتحل يارهايمع
نوسان، در  يليكه در آن شروط تحل دهديارائه م ياشدهيسازيو بصر نينو يشناختشكاف، چارچوب روش نيمقاله با هدف پر كردن ا نيا

 كيكلاس يو جبر يشروط انتگرال ليتبد كرد،يرو نيا ي. هسته اصلابندييو تجسم م يسازساده مندامنظ يريتصو-يابزار نمودار كيقالب 
. اعتبار و سازديرا ممكن م يرفتار نوسان يو شهود عيسر صيبر رنگ و هندسه است كه تشخ يمبتن يريگميتصم يها و نمودارهابه نقشه

پژوهش،  نيا يشده است. دستاورد اصل دييتأ ريتغثابت، متناوب و م بيشامل ضرا يعدد يايمثال گو نيبا ارائه چند يشنهاديروش پ ييكارا
بلكه به عنوان  آورد،يفراهم م يرينوسان در معادلات تأخ دهياز پد يترقياست كه نه تنها درك عم يآموزشچارچوب كمك كيتوسعه 
 نيا ميتعم تيا اشاره به قابلب ت،ي. در نهادينمايم ليتسه ختلفم يهامندان رشتهعلاقه يمعادلات را برا نيا ليتحل ،يعمل ييراهنما

 اتياضيدر آموزش و پژوهش ر يبصر يبا ابزارها يليتحل يهاروش قيتلف يبرا يديجد يهاافق ،يرخطيچارچوب به معادلات مرتبه بالاتر و غ
  .شوديگشوده م شرفتهيپ

 رياضيتجسم  ؛تحليل كيفي ؛معادلات ديفرانسيل تأخيري ؛تشخيص نوسان ؛روش نموداريليدي: كلمات ك

 مقدمه -١

 انتشار و اقتصادي نوسانات از هاي دنياي واقعيتري از پديدههاي ديناميكي حاوي حافظه و تاريخچه، توصيف دقيقسيستم
 مرتبه خطي تأخيري ديفرانسيل معادلات. دهندمي عصبي ارائه هايشبكه در يادگيري و قدرت هايشبكه پايداري تا هابيماري

 چنين براي مناسبي رياضي چهارچوب ها،سيستم اين از كلاس پركاربردترين حال عين در و ترينساده عنوان به اول،
هاي نوسان، براي درك قابليت  پديده بررسي ويژه به معادلات، اين هايجواب رفتار كيفي تحليل. كنندمي فراهم هاييسازيمدل

اگرچه نظريه نوسان براي معادلات  ].١[ و بنيادين استسيستم از جمله پايداري، كارايي و پاسخ به اغتشاشات، امري ضروري 
هاي تحليلي چشمگيري ديفرانسيل معمولي به بلوغ قابل توجهي رسيده، اما حضور تأخير ثابت يا متغير در معادله، پيچيدگي

تأخيري، عمدتاً بر  سازد. معيارهاي سنتي تشخيص نوسان در معادلاتاعتبار ميكند و بسياري از نتايج كلاسيك را بيايجاد مي
 برخوردارند، بالايي رياضي اتقان از معيارها اين هرچند]. ٢،٣[ هستند استوار مانند واگرايي انتگرال ضرايبي انتگرال پايه شروط

. است دشوار اغلب تجربي هايداده يا پيچيده هايفرم با ضرايب براي شروط اين تحقق بررسي اولاً،: دارند عمده محدوديت دو اما
چرايي و چگونگي رخداد نوسان را   هستند، در نتيجه درك عميق تصوير ذهني روشن يا شهود هندسي فاقد معيارها اين انياً،ث

هاي در سال. ]٤[ سازدشناسي) دشوار ميهاي كاربردي (مانند مهندسي كنترل يا زيستبراي دانشجويان و پژوهشگران حوزه
وسان مستقل از شرط انتگرالي و با تكيه بر روابط ساختاري بين ضرايب صورت گرفته هايي براي توسعه معيارهاي ناخير، تلاش
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سازي و استنتاج رفتار هاي عددي براي شبيهافزارهاي محاسباتي قوي، استفاده از روش]. همچنين، با گسترش نرم٥،٦است [
ابزارهاي مفهومي   ي تحليلي/عددي و نياز مبرام بههابين اين پيشرفت  شكاف قابل توجهي ]. با اين وجود،٧كيفي رواج يافته است [

كه بتواند  مندتصويري نظام-نموداري  براي آموزش و انتقال مؤثر مفاهيم وجود دارد. فقدان يك چارچوب  و شهودپذير
 .شودهاي محاسباتي را به دركي بصري و مستقيم تبديل كند، به وضوح احساس ميپيچيدگي

نوين براي تشخيص نوسان در معادلات   تصويري-روش نموداري  اين شكاف با ارائه و بسط يك هدف اصلي اين مقاله، پر كردن
هاي ديفرانسيل تأخيري خطي مرتبه اول است. در اين روش، شروط انتگرالي كلاسيك و روابط ساختاري پيچيده، به كمك نقشه

. شونده عناصر بصري ساده و قابل تفسير تبديل ميبندي، بهاي ناحيهمراتبي و دياگرامگيري سلسلهرنگي، نمودارهاي تصميم
اي كه بدون قرباني بين تحليل رياضي محض و درك شهودي است، به گونه  پل مفهومي اين كار، در خلق يك  نوآوري محوري

بيان  به ٢بخش ساختار اين مقاله به شرح زير است:  .آوردكردن دقت رياضي، امكان تشخيص سريع و بصري نوسان را فراهم مي
، كارايي اين روش با اعمال بر سه مثال ٣تصويري پيشنهادي اختصاص دارد. در بخش -مباني رياضي و تشريح روش نموداري

گيري و پيشنهاداتي شامل بحث، نتيجه ٤شود. در نهايت، بخش كاربردي با ضرايب متفاوت (متناوب، ثابت و نويزي) نشان داده مي
  .براي كارهاي آينده است

  ني و روش پيشنهاديمبا .٢

  معادله پايه و تعريف نوسان ١,٢
  معادله مورد مطالعه به فرم استاندارد

𝑥ᇱ(𝑡) + 𝑝(𝑡)𝑥(𝑡 − 𝜏) = 0, 𝜏 > 0 
معيار كلاسيك نوسان براي ضرايب نامنفي، شرط گويند اگر بينهايت بار علامت آن تغيير كند. است. يك جواب را نوساني مي

 انتگرالي

lim inf 
௧→ஶ

න 𝑝(𝑠)ௗ𝑑𝑠 >
௧

௧ିఛ

1

𝑒
 

 .درك اين شرط و تعميم آن به حالتي كه ضرايب اعداد مختلط هستند، دشوار استباشد. مي

 تصويري-هسته روش نموداري -٢,٢

مند سازي شرط انتگرالي كلاسيك نوسان از طريق تبديل آن به يك فرآيند بصري نظامايده اصلي اين روش، تجسم و ساده
شود، به شرح زير اجرا گيري سريع ارائه ميليست تصميمگام و يك چكدي، كه در قالب يك الگوريتم سهاست. روش پيشنها

 :گرددمي

  گام نخست: ترسيم و تعيين آستانه-١,٢,٢
نوار   شود. سپس يك خط افقي (معمولاً به صورت خطچين) به عنواندر بازه زماني مورد نظر رسم مي 𝑝(𝑡)  نمودار تابع ضريب

𝜆  در ارتفاع هآستان = ١/(𝑒𝜏) كندگردد. اين خط معيار كيفي اوليه براي مقايسه فراهم ميبر روي نمودار اضافه مي. 

  هاي متحركمند پنجرهگام دوم: تحليل نظام-٢,٢,٢
(به  𝑝(𝑡)  شود. براي هر پنجره، مساحت زير منحني(متناظر با مقدار تأخير) در نظر گرفته مي 𝜏 يك پنجره متحرك به طول

𝐴ref  صورت تقريبي يا تحليلي) محاسبه و با مساحت مرجع = 𝜏 × 𝜆 هاي متوالي در شود. اين فرآيند براي پنجرهمقايسه مي
  .شودطول بازه زماني تكرار مي
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  ليستگيري بر اساس چكگام سوم: تصميم -٣,٢,٢
  :شودبندي ميمعليست زير تفسير و جها با استفاده از چكنتايج حاصل از تحليل پنجره

 گيري سريع براي تشخيص نوسانليست تصميمچك: ١جدول 

 تصميم كيفي معيار بصري / مقداري

نوار   بالاي به طور پيوسته 𝑝(𝑡)  نمودار
 .آستانه قرار دارد

 قوي نوسان پتانسيل

نوار آستانه   زير به طور پيوسته 𝑝(𝑡)  نمودار
  .قرار دارد

 محتمل غيرنوساني رفتار

به طور مكرر نوار آستانه را  𝑝(𝑡)  رنمودا
 .كندقطع مي

  ضروري است هاتحليل كمي پنجره

هاي متحرك، پنجره ٪٧٠در بيش از 
  .بيشتر است 𝐴ref مساحت از

 نوسان

ها، مساحت پنجره ٪٣٠در كمتر از 
  .بيشتر است 𝐴ref  از

  عدم نوسان

 ٪٧٠تا  ٪٣٠هاي عبوري بين درصد پنجره
 .است

  )نياز به روش تكميلي( مرزيحالت 

  مزيت كليدي - ٣,٢
و در نظرگيري » نوار آستانه«و » نمودار ضريب«اين رويكرد، به جاي محاسبه تحليلي پيچيده، با يك مقايسه بصري ساده بين 

  .كندمفهوم پنجره متحرك، امكان قضاوت سريع و شهودي را فراهم مي
 هاي كاربردي و بررسيمثال -٣

 .كنيمدن كارايي روش، آن را بر روي سه معادله با مشخصات كاملاً متفاوت اعمال ميبراي نشان دا

  مثال اول: ضريب متناوب با دامنه متغير -١,٣
 :معادله زير را در نظر بگيريد

𝑥ᇱ(𝑡) + ൬١.٠ + ٠.٨ sin ൬
٢𝜋𝑡

١.٥ ൰൰ 𝑥(𝑡 − ١.٢) = ٠, 𝑡 ≥ ٠. 

𝜏  در اينجا = 𝑝(𝑡)  و ضريب ١.٢ = ١.٠ + ٠.٨ 𝑠𝑖𝑛 ቀ
٢గ௧

١.٥ ቁ  است. آستانه نظري ١,٥داراي دوره تناوب  𝜆 = 1/(𝑒 × ١.٢) ≈

  .شودمحاسبه مي ٠.٣٠٦

  :)a-١تحليل روش نموداري (مطابق شكل  -١,١,٣
 ٠,٣٠٦نوار آستانه در ارتفاع ) ٢ .شودياست، رسم م ٠,٨و دامنه  ١,٠با مقدار متوسط  ينوسيموج س كيكه  بينمودار ضر )١

در  يبه طور مشخص p(t)نقاط، نمودار  يدر تمام باً يكه تقر شوديمشاهده م) ٣.گرددياضافه م يفققرمز ا نيبه صورت خطچ
كه انتگرال در هر پنجره متحرك  دهدينشان م نيبالاتر است. ا ٠,٢از  زيخود ني هانهيدر كم ينوار آستانه قرار دارد، حت يبالا

  است. ينوسان ستمي: رفتار سينيبشيپ) ٤د. خواهدبو شتريب ٠,٣٦٧=٠,٣٠٦×١,٢قطعاً از  ١,٢به طول 
  ي مثال اولسازي عددشبيه -٢,١,٣
نمايد (خط بيني را تأييد ميكند كه پيشحل عددي با شرايط اوليه مناسب، جوابي با نوسانات پايدار و پيوسته را توليد مي 

 .)b-١آبي در شكل 



 

 
 ٤   

 

  
  )١,٣نوسي (مثال تصويري معادله با ضريب متناوب سي-تحليل نموداري: ١شكل 

  مثال دوم: ضريب ثابت مرزي و تأثير تأخير كوچك -٢,٣
 :كنيممعادله زير را بررسي مي

𝑥ᇱ(𝑡) + ٠.٩ௗ𝑥(𝑡 − ٠.٥) = ٠, 𝑡 ≥ ٠. 
𝑝(𝑡) اين يك حالت ساده اما گوياست ≡ ٠.٩ ، 𝜏 = 𝜆  آستانه و ٠.٥ = ١/(𝑒 × ٠.٥) ≈ ٠.٧٣٦. 

  :)a-٢تحليل روش نموداري (مطابق شكل  -١,٢,٣
 نيبه صورت خطچ ٠,٧٣٦نوار آستانه در ارتفاع  )٢ شوديرسم م ٠,٩در ارتفاع  يخط افق كيبه صورت  بير ضرنمودا )١

مقدار  يعني ني) بالاتر است. ا٠,٧٣٦) به وضوح از نوار آستانه (٠,٩( بيخط ضر شود كهمشاهده مي )٣.گرددياضافه م يقرمز افق
𝑝  توجه به اينكهبا  :بينيپيش  است.شترياز آستانه ب بيثابت ضر > 𝜆بيني با معيار ، سيستم نوساني خواهد بود. اين پيش

𝑝𝜏  تحليلي = ٠.٤٥ > ١/𝑒 ≈  .نيز سازگار است ٠.٧٣٦

  مثال دوم سازي عدديشبيه -٢,٢,٣
بيني روش نموداري را تأييد كند كه پيشحل عددي با شرايط اوليه مناسب، جوابي با نوسانات پايدار و پيوسته را توليد مي

ي اي، تنها با مقايسهتوان با يك نگاه و بدون هيچ محاسبهدهد كه چگونه مي). اين مثال ساده نشان ميb-٢نمايد (شكل مي
 .ي كلاسيك را حدس زدموقعيت يك خط و يك نوار، نتيجه

  
 )٢,٣ ثابت (مثال بيمعادله با ضر يريتصو-ينمودار لي: تحل٢شكل 

  هاي زمانيدر بازهمثال سوم: ضريب نويزي و تحليل  -٣,٣
 :كنيممعادله زير را بررسي مي

𝑥ᇱ(𝑡) + (٠.٤ + ٠.٢٥ ⋅ rand(𝑡))𝑥(𝑡 − ٢) = ٠, 𝑡 ≥ ٠. 



 

 
 ٥   

 

𝜏  ٢است و ٠,٢٥و دامنه نوسان حدود  ٠,٤يك سيگنال تصادفي با ميانگين  𝑝(𝑡)  در اينجا يك تأخير نسبتاً بزرگ است.  =
𝜆  آستانه = ١/(𝑒 × ٢) ≈ ٠.١٨٤.   
  :)a-٣(مطابق شكل تحليل روش نموداري  -١,٣,٣
. شودنمايش داده مي ٠,١٨٤نوار آستانه در ارتفاع پايين ) ٢ .شودرسم مي ٠,٤نمودار يك سيگنال پرنويز با تراز متوسط ) ١

) ٠,١٨٤) فقط كمي از آستانه (٠,٤روند، اما مقدار ميانگين (بالا مي ٠,٦٥گاهي تا  𝑝(𝑡)  اياگرچه مقادير لحظه: مشاهده) ٣
𝜏  پنجره متحرك بسيار بزرگي به طول"نكته كليدي اينجاست كه  بيشتر است. = وجود دارد. براي اينكه شرط نوسان برقرار  " ٢

٢  هاي عريض، به طور سيستماتيك ازشود، بايد مساحت زير منحني در اين پنجره × ٠.١٨٤ = بزرگتر باشد. با مشاهده  ٠.٣٦٨
واحدي به طور  ٢ل بتوانند چنين مساحت تجمعي بزرگي را در يك پنجره مدت سيگنارسد كه نوسانات كوتاهنمودار، به نظر نمي

  .هاي طولاني دارداست يا نوسانات بسيار نامنظم و با دوره غيرنوساني  سيستم به احتمال زياد :بينيپيش )٤د. مكرر ايجادكنن
  مثال سوم سازي عدديشبيه -٢,٣,٣

). تحليل c-٣كند و در بلندمدت غيرنوساني است (شكل صفر ميل ميجواب عددي، پس از يك نوسان اوليه كوتاه، به سمت  
). اين نتايج، قضاوت كيفي b-٣كنند (شكل ها از آستانه عبور مياز پنجره ٪٣,٥دهد كه تنها هاي متحرك نيز نشان ميپنجره

  .كنندرا تأييد مي» پنجره عريض و مساحت ناكافي«مبتني بر 

  
  )٣با ضريب نويزي و تأخير بزرگ (مثال  تصويري معادله-تحليل نموداري

ها (متناوب تواند براي انواع مختلفي از سيستممي تصويري پيشنهادي-دهند كه چگونه روش نمودارينشان مي سه مثال،اين  
رائه هاي معقولي درباره رفتار نوساني سيستم ابينيخالص، ثابت، نويزي) به كار رود و با سرعت و بر اساس شهود بصري، پيش

  .دهد
 گيريبحث و نتيجه -٤

ارائه كرد.  يخط يريتأخ ليفرانسينوسان در معادلات د يفيك ليتحل يساده برا يريتصو-يچارچوب نمودار كيمقاله  نيا
متحرك، امكان درك  يمفهوم پنجره يريكارگو به يبصر يسهيمقا كيبه  كيكلاس يشرط انتگرال ليبا تبد ،يشنهاديروش پ
 ،يزيمتناوب، ثابت و نو بيشده، شامل ضرامتنوع ارائه يهاسازد. مثالينوسان را فراهم م ليپتانس عيسر صيو تشخ يشهود

 يدرك مفهوم شيروش عبارتند از: افزا نيا ياصل يايمزا را نشان دادند. يو عدد يليتحل جيبا نتا كرديرو نيتوجه اقابل يهمخوان
با  نيرمتخصصيغ يبودن برا ينوسان؛ كاربرد يدهيو پد ريتأخ يبزرگ ب،يشكل ضر نيب ميمستق يبصر ونديپ جاديا قياز طر

 يدر آموزش، برا رمؤث يابزار كمك كياستفاده به عنوان  تيو قابل ه؛ياول يابيدر ارز دهيچيپ يليبه محاسبات تحل يكاهش وابستگ
-روش نموداري .يكيناميد يهاستميس اي شرفتهيپ ليفرانسيمعادلات د يهانوسان در دوره يهينظر ميتر مفاهملموس سيتدر

هايي است كه عمدتاً ناشي از خطي بودن، مرتبه اول شده، با وجود كارايي در تحليل كيفي نوسان، داراي محدوديتتصويري ارائه
ادلات هاي واقعي كه با معادلات غيرخطي، تأخير متغير يا معبودن و ثابت بودن تأخير در معادله مورد مطالعه است. در سيستم

شوند، اين روش نياز به توسعه و بازنگري اساسي دارد. همچنين، ماهيت بصري روش ممكن است در مواردي ميمرتبه بالاتر مدل
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مانند ضرايب با نوسانات سريع يا مقادير منفي، به تكميل محاسباتي نياز داشته باشد. افزون بر اين، روش حاضر صرفاً به تشخيص 
شود در كارهاي آينده، اين پيشنهاد مي .دهدو تحليل پايداري يا مشخصات كمي نوسان را پوشش نميپردازد وجود نوسان مي

افزارهاي تر (غيرخطي، تأخير متغير، معادلات خنثي) تعميم داده شود. همچنين، توسعه نرمچارچوب به معادلات با ساختار عمومي
هاي پژوهشي و آموزشي تر شدن آن در محيطتواند به كاربردياملي، ميهاي آموزشي تعساز بر پايه اين روش و طراحي بستهشبيه

  .كمك كند
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 تحلیل بیزی جداول پیشایندی با استفاده از زنجیر مارکوف مونت کارلو

  علي آذربر

 a.azarbar@urmia.ac.ir: دانشگاه اروميه، هيئت علمي گروه آمار

 

  چكيده

ودن دقت محاسبات در ردة آمار بيزي است و اين به دليل يكي از دلايل استفادة روزافزون ردة آمار بيزي در مقابل ردة آمار كلاسيك بالا ب
سهيم بودن اطلاعات و عقايد پيشين كاربر در استنباط آماري است. امروزه ردة آمار بيزي در تمامي مباحث آماري وارد شده و وقت 

يزي پيچيده بودن توابع پسين پارامترها آمارشناسان زيادي را به خود اختصاص داده است. لازم به ذكر است يكي از موانع توسعة استنباط ب
اي براي توزيع پسين به هاي پيشين مزدوج شكل بسته و شناخته شدهكارگيري توزيعاي كه جز در موارد خاص مثلاً با بهبوده است به گونه

ري از توزيع پسين را هموار كردند گيهاي زنجير ماركوف مونت كارلويي امكان نمونهآمد. سرانجام آمارشناسان بيزي با ابداع روشدست نمي
هاي توزيع نسبي جمعيت ده ساله و بيشتر بر پذير شد. در اين مطالعه دادهو به اين طريق استنباط راجع به پارامترهاي مجهول مدل امكان

لگاريتم خطي در يك در ردة آمار بيزي با استفاده از يك مدل  ١٣٩٥حسب ردة سني، جنسيت و وضعيت اشتغال در استان تهران در سال 
  شوند. بندي و پارامترهاي مدل برآورد ميجدول پيشايندي مدل

 آمار بيزي؛ جداول پيشايندي؛ توزيع پيشين؛ توزيع پسين؛ مدل لگاريتم خطي.كلمات كليدي: 

 مقدمه -١

اريتم ميانگين متغير هاي جداول پيشايندي مدل لگاريتم خطي است. در اين مدل لگهاي پر كاربرد آماري در دادهيكي از مدل
آوري شده پارامترهاي مدل برآورد بندي و با استفاده از مشاهدات جمعپاسخ بر حسب عوامل موجود در جدول پيشايندي مدل

توان به صورت بيزي برآورد كرد. اما ]. با توجه به بالا بودن دقت محاسبات در ردة آمار بيزي پارامترهاي مدل را مي١شوند [مي
كند. با اي ندارند و بنابراين برآورد پارامترها را دچار مشكل ميواقع توزيع پسين پارامترها شكل بسته و شناخته شدهدر بعضي م

]. ٢توان مرتفع نمود [هايي در در ردة آمار بيزي صورت گرفته اين مشكل را با استفاده از زنجير ماركوف مونت كارلو ميپيشرفت
افزاري توانمند براي محاسبات حاصل از به كارگيري زنجير ي وجود داشت عدم وجود نرممشكل ديگري كه در ردة آمار بيز

افزاري جامع و توانمند با ) نرمM.R.Cماركوف مونت كارلو بود. سرانجام در بخش آمار زيستي كميتة تحقيقات پزشكي انگليس (
گونه كه از همان BUGS]. ٣است، ابداع شد [ ”Bayesian Inference Using Gibbs Sampling“كه مخفف عبارت  BUGSنام 

گيري گيبس طراحي شد اما با گسترش آن در حال حاضر قادر نامش پيداست در ابتدا به منظور استنباط بيزي به كمك نمونه
تم گيري برشي و الگوريگيري براي رد كردن سازوار، نمونههاي ديگري مانند نمونهبه انجام تحليل بيزي به كمك الگوريتم

هاي هاي سلسله مراتبي، مدلهاي خطي، مدلهاي آماري همچون مدلمتروپوليس است. انجام تحليل بيزي بسياري از مدل
گيري گيبس استفاده شده است. ]. در اين مطالعه از روش نمونه٤پذير است [هاي بقاء به وسيلة آن امكاناثرات تصادفي و مدل
اي ردة سني، جنسيت و ميزان تحصيلات به وسيلة يك مدل لگاريتم خطي و متغير رستهبندي بيزي سه در اين مطالعه با مدل

  شود. هاي زنجير ماركوف مونت كارلو بهترين مدل انتخاب و پارامترهاي آن براورد مياستفاده از تكنيك
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  تحليل بيزي جداول پيشايندي  سه طرفه -٢

Iفرض كنيد يك جدول پيشايندي سه طرفه  J K  وجود داشته باشد كه در آنijkY ها وفراواني حجرهijk  احتمالات

متناظر باشند. تبديل لوجيت   ijk ijkLn D    كه در آن   exp
I J K

ijk
i j k

D Ln 
  

 
  

 


١ ١ ١
را درنظر  

بگيريد به طوري كه
I J K

ijk
i j k

Y N
  


١ ١ ١

و  
I J K

ijk
i j k


  


١ ١ ١

توان به صورت زير درنظر . يك مدل لگاريتم خطي را مي١

 گرفت.

  )١(                   ijk i j k ij ik jk ijkLn U U U U U U U       ١ ٢ ٣ ١٢ ١٣ ٢٣ ١٢٣  

  توان به صورت زير درنظر گرفت. هاي پيشين براي اثرات موجود در اين مدل را ميتوزيع

           , ; , ; ,i j kU N U N U N  ٢ ٢ ٢
١ ٢ ٣١ ٢ ٣      

           , ; , ; ,ij ik jkU N U N U N  ٢ ٢ ٢
١٢ ١٣ ٢٣١٢ ١٣ ٢٣       

   ,ijkU N  ٢
١٢٣١٢٣    

در استنباط بيزي توزيع پسين پايه و اساس استنباط دربارة پارامترها است. بنابراين براي استنباط راجع به پارامترها نياز به تعيين 
تنمايي مشاهدات است. با فرض اين توزيع پسين است. براي يافتن توزيع پسين، علاوه بر توزيع پيشين پارامترها نياز به تابع درس

  اي هستند، تابع درستنمايي عبارت است ازجمله IJKهاي جدول پيشايندي داراي توزيعكه فراواني حجره
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ها هستند. همچنين توزيع توأم پيشين پارامترها هاي حجرهبردار شامل تمام فراواني yبردار شامل تمام اثرات مدل و θكه در آن
  به صورت زير است. 

)٣    (           exp ....
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) را حل كرد. واضح است كه محاسبة ٤شود براي محاسبة توزيع پسين بايد انتگرال موجود در رابطة (گونه كه ملاحظه ميهمان
در خيلي موارد غير ممكن است. بنابراين براي به دست آوردن توزيع پسين به ناچار از روش گير و مشكل و اين انتگرال وقت

 زنجير ماكوف مونت كارلو استفاده خواهيم كرد. 

  زنجير ماركوف مونت كارلو -٣

مهم اي است كه اخيراً در علم آمار عموميت پيدا كرده است. دليل روش زنجير ماركوف مونت كارلو يك ابزار محاسباتي قوي
هاي چندگانه و پيچيده است. يك زنجير ماركوف يك فرآيند تصادفيبراي عموميت آن، توانايي به دست آوردن و محاسبة انتگرال

 , ,..., t  ١ است به طوري كه ٢   , ,..., ,t t t t tf f        ١ ١ ٢ ١ . به علاوه اگر١ t tf  مستقل  ١

نهايت ميل به سمت بي tناپذير و بازگشتي مثبت باشد وقتيباشد، زنجير مانا است. سرانجام اگر زنجير ماركوف تحويل tاز زمان

به توزيع ماناي زنجير كه مستقل از مقدار اولية tكند توزيعمي  براي توليد نمونه از ٤كند (مي است ميل .( f  y  بايد

  يك زنجير ماركوف با دو شرط زير وجود داشته باشد.

توليد نمونه از -الف t tf  آسان باشد. ١  

  توزيع ماناي زنجير انتخاب شده توزيع پسين هدف باشد. -ب
شرط بالا ايجاد شد، يك مقدار اوليهپس از آن كه يك زنجير ماركوف با دو   شود تا قدر نمونه توليد ميرا اختيار نموده و آن

گيري گيبس اند از الگوريتم متروپوليس هستينگز و نمونهتوزيع مانا حاصل شود. دو روش توليد نمونه عموميت دارند كه عبارت
  توليد شده است. كه در اين مطالعه به روش گيبس نمونه 

  
  گيري گيبسنمونه ١-٣

هاي گيري گيبس يك روش زنجير ماركوف مونت كارلو است كه به منظور توليد نمونة يك يا چند متغيره وقتي كه روشنمونه
 گيري گيبس يك مؤلفه از توزيع شرطي كامل در هر مرحله به روز). در نمونه٣-٥شود (مستقيم وجود نداشته باشد استفاده مي

  شوند.شود. براي اين منظور مراحل زير طي ميمي

tتوليد -١ ١
از  ١ , ,...,t t t

pf    ١ ٢ ٣. 

tتوليد -٢ ١
از   ٢ , ,...,t t t

pf    ١
٢ ١ ٣. 

tتوليد -٣ ١
از  ٣ , , ...,t t t t

pf      ١ ١
٣ ١ ٢ ٤. 
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  است.  θهاي بردار پارامتريتعداد مؤلفه pكه 

  گيريبحث و نتيجه -٤

هاي مورد بررسي در اين مطالعه مربوط به توزيع نسبي جمعيت ده ساله و بيشتر بر حسب وضعيت اشتغال، جنسيت و داده
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در استان تهران است كه از سايت مركز آمار ايران استخراج شده  و در يك جدول سه طرفة ١٣٩٥ ردة سني در سال ٢ ٢ ٢ 
  به صورت زير تنظيم شده است.

  مقادير مشاهده شده بر حسب وضعيت اشتغال، ردة سني و جنسيت -١جدول
  وضعيت اشتغال  جنسيت  ردة سني

  سالكمتر از سي   بيشتر از سي سال
  شاغل  مرد  ١٣٤٨٦٠٨  ٢٣٣٣٣٥٧٨
  زن  ٢٥٥٠٤٤  ٣٥٩٨١٢
  كاربي  مرد  ١٩١٤٩٨  ٨٩٨٨٦
  زن  ٩٢٢٥٥  ٢٠٦٤٤

  

هاي قبل، ابتدا توزيع پيشين در اين بخش مطابق توضيحات ارائه شده در بخش , /N ١    براي تمامي پارامترها درنظر
) AICهاي ممكن سلسله مراتبي برازش و بر اساس معيار اطلاع آكائيكه (ي مدلگيري گيبس تمامگرفته شد. به كمك نمونه

دو همين مدل -ها است. همچنين بر اساس آمارة آزمون خيتايي وجود ندارد كارآتر از ساير مدلمدلي كه در آن اثر متقابل سه
  شود. بنابراين مدل انتخابي به صورت زير است.اتخاب مي

             ijk ijk i j k ij ik jkLn N U U U U U U       ١ ٢ ٣ ١٢ ١٣ ٢٣  

در اين مدل اثر تمام عوامل اصلي و تمامي اثرات متقابل دوتايي وجود دارد، به عبارت ديگر يك استقلال كامل بين سه عامل 
  وضعيت اشتغال، جنسيت و ردة سني وجود دارد. در جداول زير برآورد اثرات مدل انتخابي آورده شده است. 

  
  هار آنبرآورد اثرات اصلي مدل و انحراف معيا -٢جدول

Uردة سني ( Uجنسيت (  )٣     )U١وضعيت اشتغال(  )٢
k( ٣٠بالاي  ٢

(  
( ٣٠زير

k ١(  
jزن (  jمرد (  )٢ كار (بي  )١i  ٢

(  
iشاغل ( ١(  

  برآورد پارامتر  ٣٠٥/٠  -٣٠٥/٠  -٢٠٥/٠  ٢٠٥/٠  ٠١٩/٠  -٠١٩/٠
  انحراف معيار  ٠٠٩/٠  ٠١٠/٠  ٠٢٠/٠  ٠١٧/٠  ٠١٥/٠  ٠٤٢/٠

  
)( هانبرآورد اثرات متقابل مرتبة اول وضعيت اشتغال و جنسيت و انحراف معيار آ -٣جدول )ijU ١٢(  

  جنسيت  وضعيت اشتغال
  شاغل  كاربي

  مرد  برآورد  ٣٨١/٠  -٣٨١/٠
  انحراف معيار  ٠١٩/٠  ٠٣٦/٠
  زن  برآورد  -٣٨١/٠  ٣٨١/٠
  انحراف معيار  ٠١٧/٠  ٠٣٤/٠

  
  

)( هابرآورد اثرات متقابل مرتبة اول وضعيت اشتغال و ردة سني و انحراف معيار آن -٤جدول )ikU ١٣(  

  ردة سني  وضعيت اشتغال
  شاغل  كاربي
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  ٣٠زير   برآورد  ٠٠٧/١  -٠٠٧/١
  انحراف معيار  ٠٠٩/٠  ٠٣١/٠
  ٣٠بالاي   برآورد  -٠٠٧/١  ٠٠٧/١
  انحراف معيار  ٠٠٧/٠  ٠٢٩/٠

  

)( هابرآورد اثرات متقابل مرتبة اول جنسيت و ردة سني و انحراف معيار آن -٥جدول )jkU ٢٣(  

  ردة سني  جنسيت
  مرد  زن
  ٣٠زير   برآورد  -٠١٤/٠  ٠١٤/٠
  انحراف معيار  ٠٢٨/٠  ٠٢٦/٠
  ٣٠بالاي   برآورد  ٠١٤/٠  -٠١٤/٠
  انحراف معيار  ٠٣٥/٠  ٠٢٩/٠

  
  

ر از سي سال و توان نسبت احتمال اين كه فردي شاغل باشد مشروط به اين كه كمتهاي پسين ميهمچنين با استفاده از بخت
كار باشد مشروط به اين كه كمتر از سي سال و مرد باشد را به دست آورد كه اين مقدار مرد باشد را به احتمال اين كه فردي بي

/برابر است با 
/

/


٠ ٢٨٦ ٦ ٧٦
٠ ٠٤٢٣

تر كار كمبرابر افراد بي ٧٦/٦و اين يعني در گروه مردان، افراد شاغل كمتر از سي سال تقريباً  

از سي سال هستند. به طور مشابه اين مقدار در گروه زنان برابر
/

/
/


٠ ٠٥٥٨ ٣ ٠٦
٠ ٠١٨٢

دهد كه كمترين احتمال است. نتايج نشان مي 

ها بين كار بيشتر از سي سال و بيشترين احتمال مربوط به مردان شاغل بيشتر از سي سال بوده و ساير وضعيتمربوط به زنان بي
هاي بيزي كه البته بيشتر مواقع به واسطة پيچيدگي توزيع پسين، برآورد گيرند. با توجه به كارآيي بالاي مدلرار مياين دو گروه ق

 اي استفاده شود.هاي رستهبندي دادهشود از اين روش در مدلاي ندارند پيشنهاد ميپارامترها فرم بسته
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  چكيده

و روابط آماري ضرايب تبديل موجك  BPNNنگاري تصاوير ديجيتال با استفاده از تكنيك شبكه عصبي در اين مقاله، يك روش جديد نهان
نگاري است. امضاي هاي نهانعصبي ذكر شده، داراي قابليت و سرعت يادگيري چشمگيري درساير الگوريتم گسسته ارائه شده است. شبكه

نگاري، و آشكار نبودن امضا شود كه اين امر موجب افزايش مقاومت الگوريتم در برابر حملات نهانتصوير در ضرايب تبديل موجك تعبيه مي
تعبيه و استخراج امضا از تصوير نقش بسيار مهمي دارد و حتي پس از حملات متعدد بر روي  شود. شبكه عصبي در فرآيندهايدر تصوير مي

كند. نتايج پياده سازي مقاومت بالاي الگوريتم تصوير، با استفاده از خصوصيات آماري ضرايب تبديل موجك، امضا را از تصوير استخراج مي
  دهد.را در برابر حملات نهان نگاري نشان مي

)، تبديل موجك گسسته (Neural Network، شبكه عصبي (Digital Watermarking)نگاري ديجيتالنهان: كليديكلمات 
(DWT).  

 مقدمه -١

سازي، عدم آشكار بودن و در عين حال عدم امكان حذف امضا از رسانه ديجيتال است، چرا كه وجود نگاري، مخفيهدف نهان
هاي غيرخطي، مالكيت رسانه براي صاحب آن است. شبكه عصبي، خصوصيات نگاشتامضا در رسانه ديجيتال، دليلي بر اثبات 

دست آوردن اين روابط كند. بهقابليت يادگيري روابط بين ضرايب تبديل موجك، قبل و بعد از عمليات تعبيه امضا را فراهم مي
اي بر روي تصوير دارد كه تحت و رسانهتاثير چشمگيري در بهبود استخراج امضا، حتي پس از انجام حملات متعدد اينترنتي 

  ].١[شودشناخته مي» نگاريمقاومت  نهان«عنوان 

  تبديل موجك گسسته تصوير -١,١

، باند فركانس مياني (LL)تبديل موجك دو بعدي در هر مرحله تبديل داراي چهار باند فركانسي است: باند فركانس پايين 
تواند تا چندين . تبديل موجك دو بعدي مي(HH)و باند فركانس بالاي مورب  (LH)، باند فركانس مياني عمودي (HL)افقي 

شود كه يك باند سطح  تجزيه فركانسي انجام شود، در هر سطح،  باند فركانس پايين مجددا به چهار باند فركانسي تجزيه مي
  ]. ٢شود، [توليد مي HL2،LH2،HH2و سه باند فركانس مياني  (LL2)فركانس پايين 

نگاري در برابر حملات تخريب كننده شود، تا مقاومت الگوريتم نهانضاي ديجيتال در باندهاي فركانس مياني تعبيه ميام
  سازي تصوير، برش، تغيير اندازه ابعاد تصوير و ... است.هاي فركانسي، فشردهتصوير كاهش نيابد. اين حملات شامل، فيلترينگ

و تبديل كسينوسي   (DFT)هاي فركانسي ديگر نظير تبديل فوريه گسسته تبديل تبديل موجك گسسته در مقايسه با ساير
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  ]. ٤] و [٣تر است [پذيري بهترو تحليل فركانسي دقيقداراي انعطاف (DCT)گسسته 

  شبكه عصبي -١.٢

يك  است. شبكه عصبي داراي يك بردار ورودي،  يك مقدار خروجي، وBPNN شبكه عصبي مورد استفاده در اين مقاله 
مقدار هدف است. مقادير مولفه بردارها بايد از سه لايه شبكه عصبي (لايه ورودي، لايه مياني،و لايه خروجي) عبور كنند. در لايه 

هاي محاسباتي (نرون) شده و دار (سيناپس)، وارد گرههاي وزنورودي شبكه عصبي مقادير پس از ضرب شدن در  بردار وزن يال
شود هاي لايه مياني ميهاي مياني وارد نرونها از طريق ضرب در بردار وزن سيناپسمقادير خروجي نرونپس از انجام محاسبات، 

و پس از انجام محاسبات مياني بر روي مقادير خروجي نهايي در نرون لايه خروجي، بردار خروجي تبديل به يك مقدار خروجي 
ر خروجي شبكه عصبي با مقدار هدف از يك حد آستانه يا خطا كمتر شود، اگر فاصله مقداشود و با مقدار هدف مقايسه ميمي

ها بايد به روز گرداني شده و پذيرد، در غير اينصورت، ساير بردارهاي وزن سيناپسباشد، فرآيند يادگيري شبكه عصبي پايان مي
] ٥د و فرآيند يادگيري پايان پذيرد [كليه مراحل يادگيري از ابتدا بايد انجام شود تا خطاي شبكه عصبي از حد استانه كمتر شو

  ].٦و [

 نگاري الگوريتم نهان -٢

بايد وامضا  در اين ضريب فركانسي مورد نظر تعبيه شده و مجددا تصوير تصوير به حوزه فركانسي تبديل موجك انتقال مي
  شود.استخراج امضا اجرا ميشود. به منظور استخراج نيز تصوير به حوزه فركانسي منتقل شده و به حوزه مكان منتقل مي

  فرآيند تعبيه امضاي ديجيتال-٢.١

فرآيند شامل چهار مرحله توليد امضاي ديجيتال، انتقال تصوير به حوزه تبديل موجك گسسته دو بعدي با سه سطح تجزيه 
و سفيد با مقادير  فركانسي، كاربرد شبكه عصبي و تعبيه امضاي ديجيتال در تصوير است.امضاي ديجيتال اصلي يك تصوير سياه

در هم ريخته  Arnoldهاي صفر و يك است. براي جلوگيري از حملات جعل و كپي، امضاي ديجيتال  توسط تبديل درايه
 شود:) بيان مي١(] طبق رابطه ٧[ Arnoldشود. تبديل شود و سپس امضاي در هم ريخته در تصوير اصلي تعبيه ميمي

)١(  ൤𝑿′

𝒀′൨ = ቂ
𝟏 𝟏
𝟏 𝟐

ቃ ቂ
𝒙
𝒚ቃ 𝐦𝐨𝐝 𝟔 

𝑋ሖ)در اين رابطه  ،𝑌)ሖ  مختصات جديد مقدار درايه ماتريس امضاي ديجيتال در مختصات(𝑥،𝑦)  است. مقادير مختصات
شود، هاي ماتريس در نظر گرفته ميعنوان مختصات جديد مختصات درايهتقسيم شده و باقيمانده تقسيم به ٦٤جديد بر عدد 
توان اين گردند. ميها به جاي اول خود باز ميمرتبه انجام تبديل مختصات Tاست، يعني بعد از  Tي دوره تناوب اين تبديل دارا

مرتبه بر روي ماتريس امضاي ديجيتال  انجام داد تا پس از بازيابي امضاي در هم ريخته در  𝑘1تبديل را در فرايند تعبيه امضا 
𝑘2(𝑘1فرآيند استخراج امضا با انجام + 𝑘2 = 𝑇) مرتبه تبديلArnold   بتوان  امضاي ديجيتال را بدست آورد.. پس از آنكه

𝑊௜ماتريس در هم ريخته امضاي ديجيتال ساخته شد، ماتريس به بردار يك بعد ،𝑖 = 1،2، … ،64 × با مقادير صفرو يك  64
مرحله تجزيه فركانسي تبديل موجك  شود.سهصورت بيت به بيت در ضرايب تبديل موجك مربوطه تعبيه ميشود، وبهتبديل مي

شود و خروجي تبديل ماتريس ضرايب تبديل موجك خواهد بود. روابط آماري بين گسسته دو بعدي بر روي تصوير انجام مي
شود، دست آورده ميبه BPNNتوسط شبكه عصبي  ٣×٣هاي ها در ماتريسضريب  مياني تبديل موجك و ضرايب همجوار آن

شود و نياز است تا ارتباط اين ضريب با ضرايب مجاور خودش مشخص گردد، يجيتال در اين ضريب تعبيه ميزيرا بيت امضاي د
  ].١[تا شفافيت و ناآشكاري امضا در تصوير تضمين شود



 

 
 ١٤   

 

  شود:) بيان مي٢ها در لايه مياني طبق رابطه (تعداد نرون
)٢( 𝑵 = ඃ√𝒏𝒎 + 𝟏. 𝟕𝒏 + 𝟏ඇ 

 
𝑛هاي لايه خروجي است. طبق مقادير تعداد نرون mلايه ورودي،هاي تعداد نرونnدر اين رابطه، = 1،𝑚 = مقدار  حد 8

𝑁بالاي  = هاي لايه بعد دار به نرونهاي وزنصورت همبند كامل توسط سيناپسخواهد شد. هر نرون در شبكه عصبي به 5
 شود.نظر گرفته ميعنوان ورودي لايه بعدي در ، خروجي يك لايه، بهBPNNمتصل شده است. در شبكه عصبي 

عنوان بردار ورودي شبكه عصبي ضريب هستند كه هشت ضريب به جز ضريب مياني ماتريس به ٩داراي  ٣×٣هاي ماتريس
(𝑥௜) شبكه عصبي  شود. ضريب مياني به عنوان مقدار هدفدر نظر گرفته مي(𝑌ௗ) شود. مقادير اوليه بردارهاي وزن منظور مي

 شوند:) محاسبه مي٤) و (٣هاي لايه مياني از روابط (است.. خروجي نرون ها عدد يكسيناپس

)٣(  𝒉𝒋 = 𝒇(෍ 𝒙𝒊𝒈𝒊𝒋

𝟖

𝒊ୀ𝟏

) 

)٤(  𝒂𝒌 = 𝒇(෍ 𝒉𝒋𝒎𝒋𝒌

𝟓

𝒋ୀ𝟏

) 

سيناپس 𝑚௝௞و  𝑔௜௝در اين روابط، ستبه ترتيب وزن  سيناپس لايه مياني ه  jخروجي نرون ، ℎ௝ند. هاي لايه ورودي، و وزن 
ــت.  ــت. 𝑎௞،kام لايه مياني اس ــازي نرون𝑓امين مولفه بردار خروجي لايه مياني اس ــت كه طبق رابطه (تابع فعالس ) تابع ٥هاس

Sigmoid شود.ناميده مي 

)٥(  𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟏 + 𝒆ି𝒙
 

 سازند:يب شده و خروجي نهايي را مي) در نرون خروجي  با يكديگر ترك٦هاي بردار خروجي طبق رابطه (مولفه

)٦(  𝒀 =
∑ 𝒂𝒌𝒇(𝒂𝒌)𝟓

𝒌ୀ𝟏

∑ 𝒇(𝒂𝒌)𝟓
𝒌ୀ𝟏

 

 شود:) با خروجي هدف مقايسه شده و خطاي شبكه عصبي محاسبه مي٧خروجي نهايي طبق رابطه (

)٧(  𝒆 = (𝒀𝒅 − 𝒀)𝒇′(෍ ෍ 𝒉𝒋

𝟓

𝒌ୀ𝟏

𝟖

𝒋ୀ𝟏

𝒎𝒋𝒌) 

هستند. اگر مقدار  ٣×٣مقدار خروجي هدف است كه در الگوريتم ارائه شده ضريب مياني ماتريس ضرايب ،  𝑌ௗ)،٧در رابطه (
𝑒خطا از مقدار آستانه = پذيرد، در غير اينصورت، وزن كمتر يا مساوي شود، الگوريتم يادگيري شبكه عصبي پايان مي0.001

 شوند:روز گرداني مي ) به٩) و (٨هاي لايه مياني طبق روابط (سيناپس

)٨(  𝜟൫𝒎𝒋𝒌൯ = 𝜶𝒆𝒉𝒋 
 

)٩(  𝒎𝒋𝒌(𝒏𝒆𝒘) = 𝒎𝒋𝒌(𝒐𝒍𝒅) + 𝜟(𝒎𝒋𝒌) 
 شود:خطاي شبكه عصبي براي لايه ورودي طبق رابطه زيرمحاسبه مي

)١٠(  
𝒆𝒋 = 𝒆𝒇′ ൮෍ 𝒎𝒋𝒌

𝟓

𝒌ୀ𝟏

𝒇′ ൭෍ 𝒙𝒊

𝟖

𝒊ୀ𝟏

𝒈𝒊𝒋൱൲ 

 شوند:اپس هاي لايه ورودي طبق روابط زير به روز گرداني ميو وزن سين



 

 
 ١٥   

 

)١١(  𝜟൫𝒈𝒊𝒋൯ = 𝜶𝒆𝒋𝒙𝒊 
 

)١٢(  𝒈𝒊𝒋(𝒏𝒆𝒘) = 𝒈𝒊𝒋(𝒐𝒍𝒅) + 𝜟(𝒈𝒊𝒋) 
 :كنيمها را از روابط زير محاسبه ميهاي سيناپس، نرخ يادگيري شبكه عصبي است، به روز گرداني وزنαدر روابط بالا 

)١٣(  𝒎𝒋𝒌(𝒕 + 𝟏) = 𝒎𝒋𝒌(𝒕) + 𝜶𝒆𝒉𝒋 + 𝜼[𝒎𝒋𝒌(𝒕) − 𝒎𝒋𝒌(𝒕 − 𝟏)] 
 

)١٤(  𝒈𝒊𝒋(𝒕 + 𝟏) = 𝒈𝒊𝒋(𝒕) + 𝜶𝒆𝒋𝒙𝒊 + 𝜼[𝒈𝒊𝒋(𝒕) − 𝒈𝒊𝒋(𝒕 − 𝟏)] 
0، ضريب وابستگي به مقادير گذشته است كه مقدار آن بايد در بازه  𝜂در روابط فوق، < 𝜂 <   باشد. 1

ها تحت عنوان اي از زوج مرتبصورت آرايهها بيت امضاي ديجيتال ذخيره شده است بههايي كه در آنمختصات ماتريس
) مقدار واريانس را براي ماتريس ضرايب محاسبه ١٥شود.  رابطه (نزد فرستنده و گيرنده تصوير نگهداري مي (𝐾௣)كليد خصوصي

 كند:مي

)١٥(  𝑽𝒂𝒓 =
𝟏

𝟗
෍ (𝑺𝒊𝒋 − 𝒎𝒆𝒂𝒏)𝟐

𝒊،𝒋ୀ𝟎،±𝟏

 

 

)١٦(  𝒎𝒆𝒂𝒏 =
𝟏

𝟗
෍ 𝑺𝒊𝒋

𝒊،𝒋ୀ𝟎،±𝟏

 

  است.٣×٣ضرايب تبديل موجك موجود در ماتريس ضرايب 𝑆௜௝در روابط بالا 
 شود:بيت امضا طبق رابطه زير در ضرايب تبديل موجك گسسته تعبيه مي

)١٧(  𝑺𝒊𝒋 = 𝑺𝒊𝒋 + 𝜷(𝟐𝑾(𝒊) − 𝟏) 
بيت امضاي ديجيتال (مقدار  𝑊(𝑖)نگاري و ضريب مقاومت الگوريتم نهان βخروجي نهايي شبكه عصبي، 𝑆௜௝)،١٧در رابطه (

شود. صفر يا يك) است. ضريب مقاومت بالا، باعث افزايش مقاومت الگوريتم است، ولي باعث آشكار شدن امضا در تصوير مي
  سازي خواهد بود.مناسب بر اساس نتايج پياده βر دست آوردن مقدابه

  فرآيند استخراج امضاي ديجيتال-٢.٢

دست آورده ها بيت امضاي ديجيتال تعبيه شده است، بههاي ضرايبي كه درآنمختصات ماتريس𝐾௣طبق كليد خصوصي 
عنوان دي شبكه عصبي، ضريب مياني بهعنوان بردار وروبه جز ضريب مياني ماتريس به ٣×٣شوند.هشت ضريب از ماتريس مي

شودپس از پايان يافتن الگوريتم يادگيري، خروجي نهايي شبكه عصبي براي هر مقدار هدف شبكه عصبي در نظر گرفته مي
  شود.ماتريس ضرايب  محاسبه شده و به مرحله استخراج بيت امضا فرستاده مي

)١٨(  𝑾′(𝒌) = ൝
𝟏 𝑺𝒊𝒋 > 𝑺𝒊𝒋

𝟎 𝑺𝒊𝒋 ≤ 𝑺𝒊𝒋

 

  شود:)  از ضريب مياني ماتريس ضرايب استخراج مي١٨بيت امضاي ديجيتال طبق رابطه (
𝑊ضريب مياني ماتريس ضرايب است. 𝑆௜௝خروجي نهايي شبكه عصبي،𝑆ሜ௜௝در اين رابطه   ′(𝑘)  بيت امضاي ديجيتال ،

  Arnoldمرتبه تبديل  𝑘2در امضاي ديجيتال در هم ريخته  استخراجي  با 𝑘2و  𝑘1شده است.طبق كليدهاي خصوصي استخراج
  شود. به امضاي ديجيتال مرتب تبديل مي



 

 
 ١٦   

 

  سازينتايج پياده-٣

سازي كنيد. پس از پيادهآن را مشاهده مي ١عنوان تصوير اصلي در نظر گرفته شده است كه در شكل دار بهتصوير مرد دوربين
نگاري به ترتيبزير آوردن نتايج قابل قبول براي الگوريتم، مقادير ثابت موجود در روابط رياضي الگوريتم نهان دستالگوريتم و به

كنيد. تخمين مشابهت امضا براي نشان دادن ميزان مقاومت مشاهده مي 1سازي الگوريتم را در جدول نتايج پياده دست آمد:به
امضا شده، براي نشان دادن وضوح و سلامت تصوير نسبت به تصوير اصلي پس از انجام الگوريتم، و معيار  سيگنال به نويز تصوير 

  شود:) محاسبه مي٢٠) و (١٩حملات متعدد، توسط روابط (

)١٩( 𝑺𝑰𝑴(𝑾،𝑾′) =
𝑾𝑾′

𝑾𝑾
 

 

)٢٠(  𝑷𝑺𝑵𝑹 = 𝟏𝟎 𝐥𝐨𝐠 ቌ
𝟐𝟓𝟓𝟐

𝟏
𝒎 + 𝒏

∑ (𝑶𝑰(𝒊،𝒋) − 𝑾𝑰′(𝒊،𝒋))𝟐
𝒊،𝒋

ቍ 

  
تصوير امضاي استخراج شده است. عملگر نقطه به معناي جمع حاصلضرب مقادير  𝑊ᇱتصوير امضاي اصلي،  𝑊)،١٩در رابطه (

ـــت. در رابطه ( ـــلي و  𝐼)،٢٠درايه هاي نظير به نظير دو ماتريس اس ـــوير اص ـــده  و  ′𝐼ماتريس تص ـــاش ـــوير امض ماتريس تص
𝑚 = 𝑛 =   است.512

  نتيجه -٤

نگاري تصاوير ديجيتال بر مبناي اطلاعات آماري ضرايب حوزه تبديل موجك تصوير ارائه شد، ضرايبي كه ديد نهانيك روش ج
سيار مهمي شبكه عصبي نقش ب شترين واريانس مقدار در مجاورت خود بودند.  ضا داراي بي ستخراج ام را در فرآيندهاي تعبيه و ا

شفانتايج پياده . دارد شان ميسازي به خوبي مقاومت و  صوير ن دهد. براي ادامه فيت الگوريتم را در برابر انواع حملات پردازش ت
هاي امضاي ديجيتال بيشتر و پژوهش، ميتوان از شبكه عصبي سريعتر، استفاده از ضرايب بيشتري از تبديل موجك، و نيز بيت

 افزايش ظرفيت الگوريتم بهره جست

  
 دار وير مرد دوربينا: تص1شكل 

  دارايج پياده سازي و مقايسه براي تصوير مرد دوربين: نت١جدول
 نوع حمله الگوريتم پيشنهادي  ]٨الگوريتم [

PSNR SIM PSNR  SIM    

  نويز گوسي  ٤/٩٤  ٣٢/١٥ ٥/٩٣ ٤٤/٣١
  فيلتر پايين گذر  ٥/٩٢  ٠/٣١ - -

  فيلتر ميان گذر  ١/٩٨  ٧/٣٠ ٩٥/٨٥ ٧/٣٢

  ه پنجتغيير ابعاد با نسبت يك ب  ٥/٨٤  ٣/٢٧ ١/٨٨ ٥/٢٨

٠/٩٦  ٢/٣٨ ٢/٩١ ٧/٣٧  JPEG 90%  

٧/٩٣  ٢/٣٧ ٤/٨٩ ٥/٣٥  JPEG 50%  

 تصويرامضا شده تصوير اصلي
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٠/٩٠  ٠/٣٣ ٣/٨٦ ٨/٢٩  JPEG 25%  

٢/٨٧  ٢/٢٤ ٢/٨١ ١/٢٤  JPEG 10%  

- - ٧/٨٣  ٠/٢٢  JPEG 2000  
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نگاري تصاوير ديجيتال قوي، سازگار و کور مبتني بر يادگيري ماشين نهان
  DWT-DCT با استفاده از روش ترکيبي (ELM) فوق سريع

 ٢ يبروجن يمنصور نيميس، ١ يطاهر وبيا

  ay.taheri@pnu.ac.ir، رانين، ا، تهرا١٩٣٩٥-٤٦٩٧ ينور، صندوق پست امياطلاعات، دانشگاه پ يدانشكده فناور وتر،يكامپ يگروه مهندس١
 s_mansouri@pnu.ac.ir، راني، تهران، ا١٩٣٩٥-٤٦٩٧ ينور، صندوق پست اميگروه آمار، دانشگاه پ٢

  چكيده

با استفاده از  يخاكستر رينگاري تصاونهاني چندگانه برا يابيارز يارهايبر مع يمبتن (Blind) نگاري كورطرح نهان كيمقاله،  نيا در
 ريسه تصو يدر سطح اول بر رو (DWT) موجك گسسته ليشده است. تبد شنهاديپ (WRELM) منظم وزندار عياشين فوق سريادگيري م

كه  ياو اندازه بلوك داده هيمورد استفاده در فاز اول يآموزش يهااز داده يبا تعداد ثابتWRELM.. در ابتداشوديآزمون استاندارد اعمال م
كه قبلاً به LL1باند-ريز يرو (DCT) گسسته نوسيكس ليبا انجام تبد يادگيري. مجموعه شوديم ميتنظ ،هآموزش داده شداديدر هر گام 

انتخاب  گزاگيكه به روش ز DCT مقدار از هر بلوك نهيشيبا ب بي. نه ضرگردديم جاديا ،شده است ميتقسDCTبيضر ٨×٨ يهابلوك
 انسان يينايب ستميس يهايژگي. وشونديآموزش داده م يبراWRELMكه به وندشيدر نظر گرفته م يادگيرياند، به عنوان مجموعه شده

(HVS) بيضرا يآنتروپ يهايابيو ارزDCTما هستند كه حاصل آموزش يابيارز يارهاي، معWRELMي . بردار ورودباشنديمWRELM ،
مقدار معادل  ٨با  يبردار مرتبط با بردار ورود كي، WRELM) است. هدفيانيم بياز ضر ري(به غ ياز مجموعه آموزش بيضر ٨با  هيآرا كي

 ازين ياصل ريبه تصو ي امضاهاتياستخراج ب يكه برا يمعن نياستخراج از نوع كور است، به ا ندياست. فرآ يموزشمجموعه آ يانيم بيضر
شده و  امضا ريرا از تصاو يو اصلاستخراج شده  يت امضاهايبي عال سهيمقا تيشده و قابل امضا ريتصاو يبالا يبصر تيفيك ج،ي. نتاستين

  .اندمشاهده شده نهيبه ه،شده و تحت حمل امضا ريدر هر دو حالت تصاو زينSIMوPSNRري. مقاددهندينشان مرا تحت حمله 

  .نگاري تصاوير ديجيتال، نهانDWT ،DCT ،WRELMكلمات كليدي: 

 مقدمه -١

 ياز دستكار يريو جلوگ تاليجيد يمحتوا تيرايحفاظت از حق كپو  تيمالك يبرا يحلبه عنوان راه تاليجينگاري دنهان
اطلاعات  تعبيهبا  تاليجينگاري د. حفاظت از محتوا در نهانشوديدر نظر گرفته م يامحصولات چندرسانه رمجازيو غ يرقانونيغ

 ي]. در كارها١-٣[ كنديمتنزل ن يپوشش ريتصو تيفيكه ك يبه طور شود،يانجام م رمحسوسيبه صورت غ امضابه نام  يپوشش
از حوزه مكان  تريو قو تررمحسوسيحوزه فركانس، غ يهاكيمشاهده شده كه تكن ]٤از محققان [ ياريارائه شده توسط بس

در  شتري] ب٨, ٧[ نيماش يريادگي] و ٦, ٥[ يعصب يهاشبكه بري مبتني كردهايمشهود است كه رو ر،يهستند. در چند دهه اخ
 ]. ٨, ٦اند [مورد استفاده قرار گرفته قويو  رمحسوسيغ شيافزا يتصاوير ديجيتال برانگاري حوزه نهان

قرار گرفته است  ليقبلاً مورد تحل ونيو رگرس يبندمسائل طبقه يبرا (ELM) عييادگيري ماشين فوق سري و اثربخش ييكارا
انتخاب شده را بر اساس  DCT بيكه هر ضر كندياستفاده م WRELM به نام نيماش يريادگي تمياز الگور يشنهادي]. طرح پ٩[

 يشنهاديپ كردي. رورديگيدر نظر م WRELM وسطت  DCTاستخراج شده در حوزه HVS يهايژگيهمراه با و يآنتروپ يهايابيارز
، متمركز است. در ابتدا DWT-DCT حوزه فركانس يبيو روش ترك WRELM از تفادهبا اس يخاكستر رينگاري تصونهاني بر رو

انتخاب  ينرياي بهاتيبي تعبيه امضاي برا HVS يهايژگيو و يها با در نظر گرفتن آنتروپبا توجه به اطلاعات موجود، بلوك
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. سوم، اطلاعات شوندياستفاده م يشيو آزما يشمجموعه داده آموز جاديا يبرا يانرژ نهيشيب يدارا DCT بي. دوم، ضراشونديم
 .شده است دايپ دهيآموزش د WRELM كه توسط يشيمامجموعه داده آز يپوشش در خروج

 طرح يطراح -٢

٢.١-DWT وDCT 

]. در مرحله اول ١٠در هر بعد مرتبط است [ يدو بعد لتريتوسط ف ريبا پردازش تصو DWT اعمال ،يدو بعد ريدر پردازش تصو
 : سه جزء با فركانس بالاكنديم هيتجز DWT پوشان توسطهم ريو غ يوضوح-چند يريتصو باند-ريرا به چهار ز ياصل ريتصو

(HL, LH, HH) نييجزء با فركانس پا كيو  شونديم دهينام اتيجزئ ريرتصاويكه ز (LL) و  شوديم دهينام يبيتقر ريرتصويكه ز
 ريرتصويآن متمركز شده و استحكام ز يرو ريتصو ياز انرژ يابخش عمده ر،يرتصويز كياست. در  ياصل ريتصو ثباتاز  يبيترك
  بهتر است.  اتيجزئ ريرتصاوياز ز يبيتقر

 DCT   رتبطم يآنتروپ يابيكه با ارز ،يسازو ناهمبسته بيضراقياز طر يانرژ يسازالعاده فشردهفوق تيقابل ليبه دل يو بعدد 
 AC بيرض ٦٣و  DC بيضر كيشود،  ليتبد DCT با ٨×٨با اندازه  يري.. اگر تصوشودياستفاده م ريتصو يسازاست، در فشرده

 بيها را به ترتآن تواني، مDC پس از AC بيضرا گزاگيز شيمايدامنه است، با پ نيبزرگتر يكه دارا DC بي. ضركنديم جاديا
 . شونديانتخاب م WRELM يبرا ياول به عنوان مجموعه داده آموزش بيمرتب كرد. نه ضر ينزول

٢.٢–WRELM 

,𝑥௜)مجزا يمونه آموزشن N يامبراiپنهان هيدر لا WRELM شبكه ساختار 𝑦௜)   آن كه در𝑥௜ = [𝑥௜,ଵ, 𝑥௜,ଶ, . . . , 𝑥௜,ே]்و 

𝑦௜ = [𝑦௜,ଵ, 𝑦௜,ଶ, . . . , 𝑦௜,ே]்يو خروج ينمونه ورود يبردارها بيبه ترت WRELM پنهان هيدر لا𝑖برآوردن  ي. براندهست
به 𝐿هدف يتابع لاگرانژ يسازنهيكمبراي  DCT ،WRELMدر هر بلوك DCT بيضرا يپآنترو يهايابيو ارز HVS يهايژگيو

 :شودياعمال م ريصورت ز

)١(  𝑳(𝜷, 𝜺, 𝜶) =
𝑺

𝟐
‖𝑰𝜺‖𝟐 +

𝜸

𝟐
‖𝜷𝒊‖

𝟐 − ෍ 𝜶𝒋

𝑵

𝒋ୀ𝟏

(෍ 𝜷𝒊,𝒋

𝑵

𝒊ୀ𝟏

𝒈((෍ 𝒘𝒊,𝒌,𝒋𝒙𝒊,𝒋), 𝒃𝒊,𝒋) − 𝒕𝒋 − 𝜺𝒋)

𝑵

𝒌ୀ𝟏

=
𝑺

𝟐
‖𝑰𝜺‖𝟐 +

𝜸

𝟐
‖𝜷𝒊‖𝟐 − 𝜶(𝑯(𝒙𝒊)𝜷𝒊 − 𝒕 − 𝜺) 

ردار خطا ب 𝜀دار هدف ثابت، بر 𝑡، يام بردار ورود𝑗 نمونه𝑥௜,௝واحد،  سياترم WRELM ،𝐼در𝑖پنهان هيهر لا ي)، برا١معادله ( در
𝛾پنهان،  يهاهيو تعداد لا يول بردار ورودط 𝑁و هدف،  يبردار ورود نيب =   HVS يهايژگيو يسازهيشب يفاكتور وزن برا37.7

]٨[ ،𝛽௜يهايژگيشده توسط و ميتنظ يخروج يهاوزن سيماترHVS  ،𝑆 يآنتروپ يابيارز ونيزاسيكوانت سيرمات ،𝛼بيبردار ضرا 
در هر 𝐻يسازتابع فعال سياست. ماتر اريبي بردار𝑏و يورود يهاوزن سيماتر𝑤، ديگموئيتابع س𝑔، يآنتروپ يابيارز يلاگرانژ برا

  :شوديم فيتعر ريبه صورت ز𝑖پنهان هيلا

)٢(  
𝑯(𝒙𝒊) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝒈((෍ 𝒘𝒊,𝒌,𝟏𝒙𝒊,𝟏), 𝒃𝒊,𝟏)

𝑵

𝒌ୀ𝟏

… 𝒈((෍ 𝒘𝒊,𝒌,𝟏𝒙𝒊,𝟏), 𝒃𝒊,𝟏)

𝑵

𝒌ୀ𝟏

⋮ ⋱ ⋮

𝒈((෍ 𝒘𝒊,𝒌,𝑵𝒙𝒊,𝑵), 𝒃𝒊,𝑵)

𝑵

𝒌ୀ𝟏

… 𝒈((෍ 𝒘𝒊,𝒌,𝑵𝒙𝒊,𝑵), 𝒃𝒊,𝑵)

𝑵

𝒌ୀ𝟏 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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)٣(  
𝑯𝒈((෍ 𝒘𝒊,𝒌,𝒋𝒙𝒊,𝒋), 𝒃𝒊,𝒋)

𝑵

𝒌ୀ𝟏

=
𝟏

𝟏 + 𝒆𝒙𝒑( − ((∑ 𝒘𝒊,𝒌,𝑵𝒙𝒊,𝒋 + 𝒃𝒊,𝑵))𝑵
𝒌ୀ𝟏

 

  :ديآيست مدمعادلات به ي دستگاهبا صفر قرار دادن مشتقات جزئ ريز ينگيبه طيشرا
)٤(  𝝏𝑳

𝝏𝜷
= 𝟎 ⇒ 𝜸𝜷𝒊 = 𝑯(𝒙𝒊)

𝑻𝜶,
𝝏𝑳

𝝏𝜺
= 𝟎 ⇒ 𝜶 = 𝑺𝜺,

𝝏𝑳

𝝏𝜶
= 𝟎 ⇒ 𝑯(𝒙𝒊)𝜷𝒊 − 𝒕 − 𝜺 = 𝟎 

  :ها در نظر گرفته شودآن يبرا ريز ريكه مقاد نديآيبه دست م يزمان𝛽و𝛼يبردارها يبرا نهيبه ريمقاد
)٥(  𝜶 = 𝑺𝜺       𝜷𝒊 = (𝜸𝑰 + 𝑯𝑻(𝒙𝒊)𝑺𝑯(𝒙𝒊))ି𝟏𝑯𝑻(𝒙𝒊)𝑺𝒕 

  :اند، كه در آنپر شده𝑥شده زهيكوانت يورود يهابردار معادل است كه با نمونه𝑁شامل𝑆است و ماتريس انتقال 𝑇در آن كه

)٦(  
𝑺 =

⎝

⎜
⎛

𝒙𝒊,𝟏

𝑸𝒊,𝟏

…
𝒙𝒊,𝟏

𝑸𝒊,𝟏

⋮ … ⋮
𝒙𝒊,𝑵

𝑸𝒊,𝑵

…
𝒙𝒊,𝑵

𝑸𝒊,𝑵⎠

⎟
⎞ 

  :ديآيبه دست م ريبه صورت ز𝑄يمناسب برا ريمقاد
)٧(  

𝑸𝒊,𝒋 = ൝𝒃𝒊,𝒋 𝒃𝒊,𝒋 ≤
𝒙𝒊,𝒋

𝟐
𝟏 𝒆𝒍𝒔𝒆

 

 اسيمق يآنتروپ يابيارز يرا برا يورود يبردارها ون،يزاسيكوانت ريمقاد نياست. ا𝑖پنهان هيدر لا اريبام بردار 𝑗عضو𝑏௜,௝در آن كه
 يهاهيلا(𝑏)اريبيو بردار (𝑤)يورود يهاوزن سيماتر ريمقاد:است ريبه شرح ز WRELM شبكه يريادگي تمي. الگوردهنديم

 .شونديم دي) تول٨مطابق معادله (𝑖پنهان هيدر هر لا يپنهان به صورت تصادف

= 𝑤௜,௞,௝ مقادير تصادفي حقيقي در بازه. (0,1)  

)٨(  
𝒃𝒊,𝒋 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝒓𝒂𝒏𝒅𝒐𝒎_𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆𝒔 ∈ ℝ𝒊𝒏 ቆ

∑ 𝒘𝒊,𝒌,𝒋𝒙𝒋
𝑵
𝒌ୀ𝟏

𝑵
, (𝟏 −

∑ 𝒘𝒊,𝒌,𝒋
𝑵
𝒌ୀ𝟏

𝑵
)𝒙𝒋ቇ 𝒊𝒇

∑ 𝒘𝒊,𝒌,𝒋𝒙𝒋
𝑵
𝒌ୀ𝟏

𝑵
≤

𝟏

𝟐

𝒂𝒏𝒅𝒐𝒎_𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆𝒔 ∈ ℝ𝒊𝒏 ቆ(𝟏 −
∑ 𝒘𝒊,𝒌,𝒋

𝑵
𝒌ୀ𝟏

𝑵
)𝒙𝒋,

∑ 𝒘𝒊,𝒌,𝒋
𝑵
𝒌ୀ𝟏

𝑵
ቇ 𝒊𝒇

∑ 𝒘𝒊,𝒌,𝒋𝒙𝒋
𝑵
𝒌ୀ𝟏

𝑵
>

𝟏

𝟐

 

  
، و  𝛼ام، بردارiهيلا يآنتروپ يابيارز .شودي) محاسبه م٣) و (٢بر اساس معادلات ( 𝐻(𝑥௜)امiپنهان هيلا يخروج سيماتر

,𝑥يبردارها ري. مقادشودياسبه م) مح٥بر اساس معادله ( HVS يژگيو سيبه عنوان ماتر𝛽يعني WRELM يوزن خروج 𝑏, 𝛼 و
,𝑤يهاسيماتر 𝐻, 𝑆, 𝛽وانپنهان به عن هيهر لا يهاي. خروجشونديم يروزرسانپنهان به هيدر هر مرحله آموزش در هر لا 

بردار ام، 𝑁پنهان هيمرحله آموزش، در لا𝑁پس از اتمام.شونديدر نظر گرفته م يپنهان بعد هيلا يبرا يورود يهانمونه
𝑥ே,௝(𝑗يينها دهيهر نمونه آموزش د يبرا𝑦ே,௝يخروج = 1,2, . . . , 𝑁) ) شودي) محاسبه م٩مطابق معادله. 

)٩(  
𝒚𝑵,𝒋 = 𝜶𝑵,𝒋 ൭෍ ෍ 𝑯(𝒙𝑵)𝜷𝑵,𝒌,𝒊

𝑵

𝒌ୀ𝟏

𝑵

𝒊ୀ𝟏

൱ 

 :شوديممحاسبه  ريمقدار به صورت زشبكه تك يينها يمرحله آموزش، خروج N انيپس از پا

)١٠(  
𝒇𝒊𝒏𝒂𝒍 𝒐𝒖𝒕𝒑𝒖𝒕 =

∑ 𝒚𝑵,𝒋
𝑵
𝒋ୀ𝟏

𝑵
 

، ٥١٢×٥١٢با اندازه  LL1 باند-، انتخاب زير١٠٢٤×١٠٢٤ ياصل ريتصو يرو كيدر سطح  DWT اعمال: تعبيه نديفرآ -٢.٣
ي برا .ميرسين مپوشاهم ريغ DCT بلوك ٦٤×٦٤به  جهيهر بلوك، در نت يرو DCT ، اعمال٨×٨ يهاآن به بلوك ميتقس

كه برابر با مقدار  شوديپر م كسانيمقدار  ٨، با ٨×١با اندازه  Y . بردار هدفميكنيرا انتخاب مWRELM ،N=8يادگيري 
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انتخاب  گزاگيز شيمايموثر هر بلوك به صورت پ نييفركانس پا DCT بياست. ضرا ٩×١هر بردار  يبرا يانيم DCT بيضر
 ٨پس از .شونديم ميپنهان تنظ هيلا نيدر اول x ي، به عنوان بردار نمونه ورود٩×١رابرد گريد DCT بيضر ٨. شونديم

شده را به  ينيبشيو پ دهيمقدار آموزش دWRELMدر هر بردار نمونه،  CNT(i,j) يانيم بيهر ضر يمرحله آموزش، برا
 :شوديم ي تعبيهمركزبيدر ضر تيبا امض ر،ي. بر اساس معادله زدهديم(Predicted஼ே்(௜,௝))يينها يعنوان خروج

 :باشد ١=  امضا بيتاگر

)١١(  𝑪𝑵𝑻(𝒊, 𝒋) = max൫CNT(𝒊, 𝒋), PredictedCNT(𝒊,𝒋) + 𝝆൯ 
  :صورت نيا ريغ در

)١٢(  𝑪𝑵𝑻(𝒊, 𝒋) = min൫CNT(𝒊, 𝒋), PredictedCNT(𝒊,𝒋) −  ρ൯ 
 ريتصو يتعداد يگسترده رو يهاشيآزما قياز طر ρ . مقداردارد ياست كه مقدار ثابت تعبيه امضا اسيفاكتور مق ρ در آن كه

𝜌.كنديو مقاومت را حفظ م يرمحسوسيغ نيتعادل ببنابراين  به دست آمده و = ، تعبيه امضاپس از .مياآوردهه دست را ب11.25
DCTمعكوس (IDCT) هر بلوك يرو DCT  و بلوك شوديانجام م ٨×٨ DWT ياه. تمام بلوكديآيبه دست م ٨×٨ DWT 

 (IDWT) معكوس DWT و رنديگيكنار هم قرار م (HL, LH, HH) گريباند د-سه زير شوند،يادغام م LL1 باند-زيرليتشك يبرا

 .ديدر حوزه مكان به دست آ ييشده نهاامضا  ريتا تصو شوديها انجام مآن يرو

 استخراج نديفرآ - ٤,٢

، تعبيه نديمشابه فرآستين ازين ياصل ريبه تصو ي امضاهاتياستخراج ب يراكه ب يمعن نياستخراج از نوع كور است، به ا نديفرآ
 ندي) فرآ٣) و (٢مشابه مراحل (.شونديشده تحت حمله آماده م امضا ريتصو يبرا ٩×١يين فركانس پا DCT بيضرا يبردارها
 شبكه يينها يه شده و خروجشده تحت حمله آماد امضا ريتصو يبرا WRELM و بردار هدف يورود يها، بردار نمونهتعبيه

WRELM به عنوان(Predicted஺஼ே்(௜,௝))شده تحت حمله به نام امضاريتصو يهر بردار برا يانيم بيهر ضر يبرا ACNT(i,j) 

 :شودياستخراج مامضا  تيبر،ي. بر اساس معادله زديآيبه دست م

)١٢(  𝑻𝒉𝒆 𝒘𝒂𝒕𝒆𝒓𝒎𝒂𝒓𝒌 𝒃𝒊𝒕 =  ൜
𝟏 𝑨𝑪𝑵𝑻(𝒊, 𝒋) > 𝑷𝒓 𝒆 𝒅𝒊𝒄𝒕𝒆𝒅𝑨𝑪𝑵𝑻(𝒊,𝒋)

𝟎 𝒆𝒍𝒔𝒆
 

 .شونديم يآورتصوير امضا استخراج شده جمعي بازساز يبرا هاي امضابيتتمام 

 جيو نتا يسازادهيپ-٣

ر د ياند. تصوير امضااصلنشان داده شده١ شده در شكل امضاو  ياصل ريقبل، تصاو يهابخش يعملكردها شيمنظور پا به
 جينتا سهيدر نظر گرفته شده است. به منظور مقا ٦٤×٦٤و با اندازه  ينريبا ريتصو كي ياصلامضا نشان داده شده است.  ٢شكل 

 گنالينسبت س نيو همچن ،يتصوير امضا استخراج شده و تصوير امضا اصلنيب (SIM) شباهت اري]، مع١١, ١٠در [ يقبل يبا كارها
 بيبه ترت EW وOW، )١٤(. در معادلهميارا در نظر گرفته (OI) ياصل ريتصو و (WI)مضا شدهتصوير انيب (PSNR) كيپ زيبه نو
است.  ١٠٢٤×١٠٢٤ ريابعاد تصاو نياستخراج هستند. همچن تميو تصوير امضا استخراج شده از الگور ياصل امضادهنده نشان
 ريو مقاد ،نگارينهانشتريبالاتر منجر به مقاومت ب SIM ريداشت كه مقاد وجهت دي. باm = n = 1024، )١٥( در معادله نيبنابرا

PSNR در ميدو پارامتر داشته باش نيا نيتعادل ب يبرا ياريمع دي. باشودينگاري منهانشتريب يادراك تيشفاف يبالاتر به معن .
  است. گزارش شده ١در جدول  يتجرب جي. نتامياانتخاب كرده يريگميتصم نيا يرا برا WRELM آموزش نجا،يا

)١٤(  𝑺𝑰𝑴(𝑶𝑾, 𝑬𝑾) =
𝑶𝑾. 𝑬𝑾

𝑶𝑾𝟐
× 𝟏𝟎𝟎 
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)١٥(  
𝑷𝑺𝑵𝑹 = 𝟏𝟎 𝒍𝒐𝒈(

𝟐𝟓𝟓𝟐

𝟏
𝒎 × 𝒏

∑ (𝑶𝑰(𝒊, 𝒋) − 𝑾𝑰(𝒊, 𝒋))𝟐
𝒊,𝒋

) 

 يريگجهينت-٤

 ري. تصاوپردازديم ونيسبا استفاده از مسئله رگر يخاكستر رينگاري تصونهاني برا WRELM يسازادهيپ يمقاله به بررس نيا
 بيو ضرا DWT نيي. باند فركانس پاشونديم ليبه حوزه فركانس تبد DWT-DCT يبيبا استفاده از روش ترك يخاكستر

با  WRELM بر يمبتن امضا تميكه الگور دهدينشان م يسازهيشب جينتا .شونديماستفاده  ي تعبيه امضابرا DCT فركانسكم
 تيظرف يدارا WRELM بر يمبتني ريادگي تمي. الگوركنديت بالا در برابر انواع حملات عمل مبهتر و مقاوم يرمحسوسيغ

 زين ينرم وزن خروج نيتردارد، بلكه به كوچك يآموزش يخطا نيبه كمتر دنيبه رس لينه تنها تما راياست ز ييبالا يدهميتعم
  .شودينگاري مطرح نهان يمنجر به نوآور نيو ا رسديم
 
 
 
 
 
 
 
 

  تصوير اصلي                     تصوير مضا شده                                                                               
  اباربار ريوا: تص١شكل

  
  : تصوير امضا٢شكل 

  باربارا ريتصو يبرا هاسهيو مقا يسازادهيپ جي: نتا١جدول 
Kinds of Attack on 
Cameraman image 

Proposed Method Method in [10] Method in [11] 
PSNR SIM PSNR SIM PSNR SIM 

Gaussian Noise 37.8 96.4 27 98.3 32.9 93.8 
Low Pass Filter 44.5 94.9 25.8 92.8 40.9 90.7 
Median Pass Filter 53.2 97.6 27.4 95.7 50.0 96.9 
Scaling 1/5 25.1 79.4 20.0 86.3 24.2 77.9 
Jpeg 75% 54.1 100 37.4 98.9 52.0 100 
Jpeg 25% 48.5 99.6 34.7 94.5 43.5 95.5 
Jpeg 10% 38.2 93.6 28.2 91.2 35.4 90.6 
Jpeg 2000 with bitrate 3 27.3 91.3 19.4 88.1 27.6 86.1 
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تحول نقش مدرسان درس ریاضیات در آموزش عالی تحت تأثیر تدریس به 
  های نوین آموزشیکمک فناوری

 علمداري مريم فضل الهي

 m.fazlollahi.a@gmail.com؛ دانشگاه ملي مهارت، تهران، ايران، استاديار گروه علوم پايه

  چكيده

هاي هاي اخير، پيشرفتدر سال. كندامروزه، آموزش نقش مهمي در رشد اقتصادي، اجتماعي، فرهنگي و حتي سياسي هر كشوري ايفا مي
هاي آموزشي و ارتقاي يادگيري دانشجويان ايجاد كرده هاي جديدي را براي متحول كردن سيستم، فرصتي آموزشيهايفناورچشمگير در 

چشمگيري مختل نموده لذا تدريس و يادگيري بيش از هر زمان ديگري  طوربهي تدريس و يادگيري مرسوم را هامدلاين تحول، . است
ي آموزشي هايفناور ريتأثي تحقيقاتي موجود براي ارزيابي چگونگي هاافتهمداوم در حال تكامل هستند. هدف اين مطالعه، تركيب ي طوربه

تحقيقات،  .آوري مطالعات منتشرشده استفاده كرديمبراي جمع مقالهما از يك استراتژي جستجوي جامع در چندين است. بر نتايج يادگيري 
كه با فناوري  دانشجويانيسازد كند و خاطرنشان ميبرجسته مي دانشجويانتأثير مثبت آموزش مبتني بر فناوري را بر نتايج يادگيري 

ها نسبت به يادگيري، افزايش تعامل و انگيزه و عملكرد بهتر در ارزيابي افتهيتري از يادگيري، نگرش بهبودشوند، سطوح بالاآموزشي درگير مي
اين يافته بسيار مهم است، زيرا همبستگي مستقيمي بين استفاده از فناوري در آموزش و بهبود نتايج يادگيري برقرار . دهندرا نشان مي

ما موفقيت آن ا توجه كيفيت آموزش عمل كنددهنده قابلعنوان يك عامل افزايشتواند بهفناوري مي دهد كه ادغام مؤثركند و نشان ميمي
  .منوط به اجراي متفكرانه، هماهنگي آموزشي و حمايت مداوم از مدرسان است

  فرآيند يادگيري رياضيات؛ فناوري آموزشي؛ عصر ديجيتال. كلمات كليدي: 

  مقدمه -١

هاي ديجيتال و نيازهاي متنوع و جهاني هاي سريع در فناوريتحت تأثير پيشرفت رياضياتدر  انداز آموزش عاليچشم
ها همچنان مؤثر هستند، در برخي زمينه رياضيات هاي سنتي تدريسروش كهيدرحال. دانشجويان، دستخوش تحول عميقي است

هاي نياز به مطالعه عميق، تفكر انتقادي و مهارتهايي كه در زمينه ژهيواغلب در ارائه پشتيباني شخصي و بازخورد فوري، به
ها، كه شامل موضوعاتي مانند خلاقيت، تحليل انتقادي و مطالعات اجتماعي و فرهنگي اين حوزه. نيستند كافيتحليلي دارند، 

هاي نوآورانه براي حلاين امر باعث افزايش علاقه به راه. شوندبرانگيز ميشوند، بدون پشتيباني كافي براي دانشجويان چالشمي
  .[1]ها شده است سازي نتايج آموزشي در اين حوزهافزايش تجربه يادگيري و بهينه

ها و هوش مصنوعي، تجربه داده وتحليلتجزيههاي مديريت يادگيري، هاي ديجيتال مانند سيستمظهور ابزارها و نوآوري
افزار و ب ديجيتال در آموزش عالي فقط مربوط به استفاده از سختانقلا. [2]هاي تدريس را متحول كرده استدانشجويان، شيوه

العاده و هاي فوقاين تغيير، فرصت. شوديادگيري نيز مي-افزار نيست؛ بلكه شامل تحولات فرهنگي و پارادايمي در آموزشنرم
ب ديجيتال يك پديده مداوم است انقلا .[17]آورد، دانشجويان و مديران آموزش به ارمغان ميمدرسانهاي جدي را براي چالش

هاي اين پديده فرصت. هاي فناوري دائماً در حال تغيير و تأثير بر نحوه زندگي، كار، ارتباط و يادگيري ما هستندكه در آن پيشرفت
. [18]ردغلبه ك هاآنكند كه بايد بر هاي جديدي را نيز ايجاد ميبزرگي براي نوآوري و پيشرفت ايجاد كرده است، اما چالش
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بيني بر آموزش تأثير خواهد گذاشت و درك عميق اين پديده براي مقابله با اي قابل پيشانقلاب ديجيتال همچنان در آينده
قبل از انقلاب ديجيتال، آموزش عالي با آموزش سنتي حضوري مبتني بر . [7]تغييرات مداوم در اين عصر ديجيتال ضروري است

ها به آموزش معمول شامل انتقال اطلاعات از طريق سخنراني. شدامتحانات مشخص مي هاي درسي وها، كتابسخنراني
كنند و امتحانات سطح بالا را براي مستقل روي تكاليف كار مي طوربهدانشجويان . برداري استدانشجويان غيرفعال و يادداشت

.  [17]به سبك سمينار كمتر رايج هستند هاي كلاسي، كار گروهي و تدريسبحث. كنندنشان دادن دانش خود تكميل مي
، با ورود به عصر ديجيتال، نقش حالبااين. در پايان دوره بستگي دارد دانشجوهاي مربوط به اثربخشي دوره عمدتاً به ارزيابي داده
آوري و ن جمعفناوري ديجيتال امكا. هاي تدريس و يادگيري دستخوش تغييرات انقلابي شده استدهي به شيوهها در شكلداده

تري دهد تا بينش عميقاين امكان را مي مدرسانمتوالي به  طوربهكند كه ها را فراهم ميتر و بلادرنگ دادهدقيق وتحليلتجزيه
هاي فردي داده .[19]و هدفمندتري انجام دهند تر موقعبهبه دست آورند و اقدامات  دانشجوياننسبت به فرآيندهاي يادگيري 

توانند مي مدرسانهاي مختلف يادگيري آنلاين، با ابزارها و پلتفرم. نون شامل مواردي بيش از نمرات نهايي استاك دانشجويان
، ديگرعبارتبه. ، مانند تعامل با مطالب، زمان صرف شده براي هر تكليف و الگوهاي يادگيري را پيگيري كننددانشجويانفعاليت 

تر و توانند بازخوردهاي خاصمي مدرسانيني و تشخيصي دسترسي پيدا كرد، بنابراين هاي تكوتر به دادهتوان سريعاكنون مي
علاوه بر . در درك نقاط قوت و ضعف خود كمك كنند هاآنارائه دهند و به  دانشجويانتري را در طول فرآيند يادگيري به جزئي

 مدرسان. قرار گيرد مورداستفادهجامع  صورتبهي آموزش تواند براي ارزيابي اثربخششده از كل دوره ميآوريهاي جمعاين، داده
هايي كه ممكن است نياز به بهبود در طراحي ، درك جنبهدانشجويانهايي را براي شناسايي روندهاي عملكرد توانند چنين دادهمي

    .[13]كنند وتحليلتجزيهگيري تأثير نوآوري در تدريس، دوره داشته باشند، و حتي اندازه
در بخش  رياضيات ين بررسي، بررسي انتقادي تحقيقات موجود در مورد تأثير فناوري آموزشي بر نتايج يادگيريهدف ا

هاي طيف وسيعي از مطالعات تجربي، به دنبال شناسايي الگوها، مضامين و اين بررسي با تركيب يافته. آموزش عالي است
هاي آموزشي مختلف بر يادگيري و پيشرفت تحصيلي گي تأثير فناوريهاي رايج است و از اين طريق، مروري جامع بر چگونشكاف

و به سوالات  پردازدمي رياضيات اين مقدمه به بررسي اهميت فناوري آموزشي در افزايش نتايج يادگيري .دهددانشجويان ارائه مي
   :زير پاسخ مي دهد

 فناوري آموزشي چگونه بر آموزش رياضي دانشجويان تاثير مي گذارد؟  
 چه تغييراتي در آموزش رياضيات در عصر ديجيتال رخ داده است؟  

  اهميت فناوري آموزشي در ارتقاي فرآيندهاي تدريس و يادگيري رياضيات در آموزش عالي -٢

انداز آموزش و يادگيري را تغيير كننده ظهور كرده و چشمعنوان يك نيروي دگرگونادغام فناوري آموزشي در آموزش عالي به
هاي تحقيقاتي اخير، اهميت فناوري آموزشي را در ارتقاي فرآيندهاي آموزشي بررسي يافته برهياين مقدمه، با تك. ددهشكل مي

سازي تجربيات آموزشي، تسهيل يادگيري اي را براي غنيسابقههاي بيهاي ديجيتال فرصتظهور فناوري. كندمي
 .ارائه داده است داتشجويانو  مدرسانبين  و زماني مكانيهاي شده و از بين بردن شكافسازيشخصي

ها را براي پشتيباني از را در آموزش تسريع كرده و پتانسيل آن) ETs(هاي نوظهور ، پذيرش فناوري١٩-گيري كوويدهمه
و  )VR(، واقعيت مجازي )AR(هايي مانند واقعيت افزوده فناوري. برانگيز برجسته كرده استيادگيري مداوم در شرايط چالش

اند و تجربيات يادگيري فراگيري را ارائه سازي فرآيندهاي آموزشي شناخته شدههاي مؤثر در بهينهعنوان فناورييادگيري سيار به
هاي تنها بر اهميت ادغام فناوري در محيطاين امر نه. [5]شود دانشجوياندانش و انگيزه  افزايشتواند منجر به دهند كه ميمي

با تأكيد بيشتر بر تأثير فناوري  .كندنيز تأكيد مي دانشجويانهميت درك پذيرش و استفاده از آن در بين آموزشي، بلكه بر ا
نسبت به  افتهيكنند، سطوح بالاتري از يادگيري، نگرش بهبودكه از ابزارهاي مبتني بر فناوري استفاده مي دانشجويانيآموزشي، 
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تواند عملكرد را در دهد كه فناوري آموزشي ميها نشان مياين يافته. دهنديادگيري و افزايش تعامل و انگيزه را نشان مي
استفاده از فناوري آموزشي در مراكز آموزشي با بهبود نتايج  .هاي مختلف آموزشي، ازجمله آموزش عالي، افزايش دهدمحيط

هاي در زمينه دانشجويان يآموزشبهيادگيري مرتبط بوده است و نقش فناوري را در تقويت استقلال يادگيري و افزايش تجر
  .كندتخصصي تحصيلي برجسته مي

توان ناديده در حمايت از دانشجويان داراي معلوليت در آموزش عالي را نمي) AT(هاي كمكي علاوه بر اين، اهميت فناوري
 و كند، بلكه رفاهني ميتنها از مشاركت آموزشي پشتيبادريافتند كه استفاده از فناوري كمكي نه چن و همكاران .گرفت

اين تحقيق نقش حياتي . نفس دارددهد و تأثير مثبتي بر شايستگي، سازگاري و عزتخودكارآمدي تحصيلي را نيز افزايش مي
  .[4]كندفناوري كمكي را در تضمين دسترسي عادلانه به آموزش و حمايت از نيازهاي متنوع يادگيرندگان برجسته مي

شده براي ارتقاي هاي طراحيها و روشآموزشي گسترده و متنوع است و طيف وسيعي از ابزارها، پلتفرمهاي انداز فناوريچشم
هاي مديريت يادگيري هاي آموزشي، ازجمله سيستمانواع مختلف فناوريدر اينجا  .رديگيتجربيات تدريس و يادگيري را در برم

)LMS(كندها در آموزش عالي را بررسي ميبردهاي آنسازي و كارهاي آنلاين و ابزارهاي شبيه، پلتفرم. LMS  امكان تركيب
كه در آن  مي كندايجاد » معكوس«يك مدل  علميهيئتاعضاي . كنداي از آموزش آنلاين و كلاس درس را فراهم ميفزاينده

آنلاين و ادامه  صورتبهبحث . ودشهاي تعاملي استفاده ميشود و از كلاس براي پروژهها از قبل ارائه ميويديوهايي از سخنراني
به مطالب دسترسي داشته باشند و به  هرزمانيكند تا در پذيري لازم را براي دانشجويان فراهم ميانعطاف LMS. مي يابد

طرفداران اين رويكرد معتقدند كه يادگيري ديجيتال، دسترسي . دهد تا مشاركت را ارزيابي كنندهاي داده جديد اجازه ميجريان
، ميزان ماندگاري در حالبااين. كندكند و تنوع را تشويق ميريزي را فراهم ميپذيري در برنامهدهد، انعطافا گسترش مير

ها را تشديد كند، نابرابريمنتقدان معتقدند كه يادگيري از راه دور، دانشجويان را منزوي مي. هاي آنلاين هنوز كمتر استدوره
  .[6]كنداعي شدن و توسعه مهارت محروم ميرا از اجتم هاآنكند و مي

اين مطالعه بر تغيير به . پردازنددر ديجيتالي شدن فرآيند آموزش مي) LMS(هاي مديريت يادگيري به اهميت سيستم پرز
. شوددر مؤسسات آموزشي مختلف تسهيل مي LMSسازي و تجربه كاربري در آموزش تأكيد دارد كه با اجراي سمت شخصي

هاي فناوري قوي براي پشتيباني از آموزش الكترونيكي را بيشتر برجسته كرده و مزاياي نياز به سيستم ١٩-ي كوويدگيرهمه
هاي تلفن همراه و اينترنت را در افزايش اثربخشي سيستم آموزشي برجسته افزاري، دستگاههاي نرممنابع ديجيتال مانند برنامه

  .[14]كرده است
اين مطالعه، برداشت . كنندمي ليوتحلهيآنلاين را تجز) LMS(ازي يك سيستم مديريت يادگيري سو همكاران پياده ممون

هاي آموزش و يادگيري، شايستگي مدرس و زيرساخت، در سطح عالي، با تمركز بر جنبه LMSدانشجويان را در هشت پلتفرم 
اپ توسط دانشجويان براي آموزش از روم و واتسل كلاسهايي مانند زوم، گوگدهد كه پلتفرمها نشان مييافته. كندمقايسه مي

  .[11]تر و كاربرپسندتر استهاي يادگيري آنلاين در دسترسدهنده روندي به سمت محيطشوند، كه نشانراه دور ترجيح داده مي
دهند مي بيگ و يادگاري كردكردي يك بررسي سيستماتيك از متون مربوط به كلاس درس معكوس در آموزش عالي انجام

هاي مختلفي را كه از يادگيري معكوس اين مطالعه، فناوري. كنندها و ابزارها در اين رويكرد آموزشي تمركز ميو بر نقش فناوري
ها و ابزارهاي ارزيابي هاي مشاركتي، پادكست، مخازن محتوا، پلتفرمLMSكنند، ازجمله ابزارهاي ساخت ويديو، پشتيباني مي

هاي درس معكوس را برجسته هاي بالقوه براي بهبود اجراي كلاسها و استراتژياين تحقيق چالش. كندميآنلاين، شناسايي 
  .[2]كندكند و به درك بهتر چگونگي تأثير يادگيري معكوس بر بهبود آموزش عالي كمك ميمي

سازي آموزش عالي ايفا ر مدرنسازي نقش حياتي دهاي آنلاين و ابزارهاي شبيه، پلتفرمLMSهاي آموزشي مانند فناوري
كنند، بلكه از رويكردهاي نوآورانه آموزشي مانند سازي را تسهيل ميتنها يادگيري فعال و شخصيها نهاين فناوري. كنندمي

هاي ناشي ها و فرصتمؤسسات آموزش عالي همچنان با چالش نكهيباا زمانهم. كنندهاي درس معكوس نيز پشتيباني ميكلاس
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هاي آموزشي كليد بهبود نتايج آموزش و يادگيري خواهد كنند، ادغام استراتژيك فناوريوپنجه نرم ميول ديجيتال دستاز تح
   .بود

عنوان يك معيار حياتي براي كند و بهارزيابي نتايج يادگيري نقش محوري در ارزيابي اثربخشي مداخلات آموزشي ايفا مي
عمل  دانشجويانهاي آموزشي بر يادگيري و توسعه ها و فناوريدرك تأثير استراتژي گذاران و ذينفعان جهت، سياستمدرسان

هاي مبتني بر شواهد در آموزش، كه در آن تصميمات مربوط به طراحي برنامه اين اهميت با تأكيد روزافزون بر شيوه. كندمي
شوند، ربي در مورد نتايج يادگيري اتخاذ ميهاي تجاي توسط دادهطور فزايندههاي تدريس و تخصيص منابع بهدرسي، روش

  .[1]شودتر ميبرجسته
هاي يادگيري آنلاين نوآورانه، باهدف افزايش كارايي، هاي كلاس درس سنتي گرفته تا محيطمداخلات آموزشي، از محيط

ها بر هايي در مورد تأثير آنينشتنها بارزيابي اين مداخلات ازنظر نتايج يادگيري نه. شونداثربخشي و تعامل يادگيري انجام مي
علاوه بر . كندهاي آموزشي نيز آگاه ميدهد، بلكه فرآيندهاي بهبود مستمر را براي شيوهارائه مي دانشجويانپيشرفت تحصيلي 

هاي تري مانند تفكر انتقادي، همكاري و مهارتاين، ارزيابي نتايج يادگيري فراتر از پيشرفت تحصيلي صرف است و ابعاد وسيع
  .[16]آموزان در قرن بيست و يكم ضروري هستندكه براي موفقيت دانش رديگيالعمر را در برميادگيري مادام

ها را بر پيشرفت تحصيلي، انگيزه و مشاركت دهد و تأثيرات آنبهرا يك بررسي تجربي از مداخلات فناوري در آموزش ارائه مي
هاي تلفن هاي يادگيري مبتني بر فناوري، ازجمله دستگاهكند كه محيطمي اين بررسي مشخص. كندآموزان بررسي ميدانش

بهرا بر لزوم . توانند منجر به بهبود عملكرد تحصيلي و افزايش مشاركت شوندافزارهاي آموزشي، ميهاي آنلاين و نرمهمراه، پلتفرم
هاي يادگيري دارد كه محيطد و اظهار ميكنهاي آموزشي با نيازهاي فردي يادگيرنده تأكيد ميسازي فناوريمتناسب
   .[3]توانند مزاياي فناوري را در آموزش به حداكثر برسانندشده ميسازيشخصي

دهنده بهبود عملكرد تحصيلي، تعامل و انگيزه بر نتايج يادگيري دارد و مطالعات نشان يتوجهادغام فناوري آموزشي تأثير قابل
با ادامه . بستگي دارد دانشجويانها با اهداف آموزشي و نيازهاي فردي ها به همسويي آنناوري، اثربخشي اين فحالنيباا. است

ها با پيشينه دانشجويانيهاي يادگيري متنوع و براي تكامل فناوري آموزشي، تحقيقات بيشتري براي بررسي پتانسيل آن در زمينه
  .است ازيهاي مختلف موردنو توانايي

اين مطالعه تأثيرات مثبت . كندبررسي مي دانشجويانتني بر فناوري را بر نتايج يادگيري و مشاركت مالك تأثير آموزش مب
علاوه بر اين، افزايش مشاركت و انگيزه . كندهاي تفكر انتقادي برجسته ميفناوري را بر پيشرفت تحصيلي، حفظ دانش و مهارت

هايي ، مالك به چالشحالنيباا. دهدادغام فناوري نشان مي جهيرنترا د دانشجوو  مدرسو همچنين بهبود تعاملات  دانشجويان
سازي اين مطالعه بر اهميت پياده. كندپرتي توسط فناوري نيز اشاره ميمانند نياز به پشتيباني فني و پتانسيل ايجاد حواس

  . [9]كنداستراتژيك فناوري براي افزايش نتايج يادگيري تأكيد مي
   .ايمرشد نمايي ابزارهاي هوش مصنوعي مرتبط با آموزش بودهچند سال گذشته شاهد 

ها تحقيقات آن. كنندمي ليوتحلهيمطالعه تجز ٢٧را بر نتايج يادگيري از طريق متاآناليز ) AI(لو و هي تأثير هوش مصنوعي 
ميزان اين بهبود بر اساس  بخشد، اگرچهنتايج يادگيري را بهبود مي يتوجهقابل طورگيرد كه فناوري هوشمند بهنتيجه مي

هاي هاي عملي براي استفاده از فناوري هوشمند در محيطاين مطالعه توصيه. كننده مختلف متفاوت استمتغيرهاي تعديل
اگرچه هوش  .[8]كندكننده هوش مصنوعي را در افزايش تجربيات يادگيري برجسته ميدهد و پتانسيل دگرگونآموزشي ارائه مي

محققان  .شود مدرسانتر آموزش عالي جايگزين هاي پيچيدهتواند در جنبهند وظايف را خودكار كند، اما نميتوامصنوعي مي
عنوان عنوان تحليلگران داده و بهبه دانشجوياندر عصر هوش مصنوعي بايد نقش مهمي در هدايت شخصيت  مدرسانمعتقدند كه 

اند، برده هوش مصنوعي شده دانشجويانبعضي از با اين حال،  .[12]كننددهندگان، كاربران و رهبران هوش مصنوعي ايفا تطبيق
 مدرسان نيز .[8]پذيرنددهد، ميها ميكنند و تمام اطلاعات غلطي را كه هوش مصنوعي به آنديگر اصلاً از مغزشان استفاده نمي
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شي هوش مصنوعي براي تسلط بر استفاده اي جامع و عميق و آموزش مداوم، ازجمله آموزش فناوري آموزهاي حرفهبايد آموزش
  . از ابزارهاي مرتبط، دريافت كنند

 بندينتيجه و جمع -٣

توجه اي را آشكار كرده است كه با دستاوردهاي قابلانداز پيچيدهبررسي نقش فناوري آموزشي در افزايش نتايج يادگيري، چشم
تر و در تر، جذابآموزشي با وعده تجربيات يادگيري شخصيهاي ادغام فناوري در محيط. شده استهاي مداوم مشخصو چالش
هاي هاي مديريت يادگيري، برنامههاي مختلف، ازجمله سيستم، پتانسيل فناوريمطالعهاين . است شدهتيتر، هدادسترس

اين . استكاربردي تلفن همراه، واقعيت مجازي و هوش مصنوعي را براي تغيير فرآيندهاي تدريس و يادگيري روشن كرده 
هاي درس معكوس و يادگيري مبتني بر پروژه را تسهيل ها رويكردهاي نوآورانه آموزشي، مانند يادگيري تركيبي، كلاسفناوري

در آموزش عالي فقط مربوط به  رياضيات آينده فناوري آموزشي .ددارنديمحورتر تأك دانشجواند و بر تغيير به سمت آموزش كرده
تر و مؤثرتر ها براي ايجاد يك محيط يادگيري فراگيرتر، جذابكنيم، بلكه نحوه استفاده از آناستفاده ميابزارهايي نيست كه ما 

امكانات جديدي را  توانديمخردمندانه ادغام شود،  طوربهبنابراين، اگر اين امر با هدايت مدرسان  .براي همه دانشجويان است
  .حداكثر استفاده را بنمايند براي دانشجويان فراهم كند تا از پتانسيل خود
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  چكيده

هاي پرواز پرندگان هاي روزانه رويدادها و جهتهاي بادها، زمانجهت .دهندهاي كاربردي رخ ميدار يا دايره اي در زمينههاي جهتداده
هاي دايره اي با استفاده از رويكردي شواهدي بر دادههاي آماري دار هستند. اين مقاله به مسئله فرضيههايي از مشاهدات جهتنمونه

زماني در  μهاي مربوط به پارامتر ميانگين جهت فرضيه .اي در دسترس استاي از توزيع نرمال دايرهپردازد. فرض بر اين است كه نمونهمي
درباره حوادث  يواقع يا رهيدا يهااز داده ياهمجموع ليبه تحل ادامه درمعلوم و مجهول باشد.  νشوند كه پارامتر تمركز نظر گرفته مي

براساس داده  ياستنباط شواهد هي، ابتدا نظرمنظور نيشود. بد يپرداخته م ياستنباط شواهد دگاهياز د شهرياز معابر  يكيدر  يرانندگ
 فيگمراه كننده و ضع ،يقو يهدارائه شده و شوا ييبر اساس نسبت درستنما يبانيپشت يشود. سپس اندازه ها يم انيب يا رهيدا يها

 يپارامترها رخمين ييدرستنما مميماكس ي، از برآوردگرهادارد يمزاحم بستگ يگردد. چون روابط به دست آمده به پارامترها يمحاسبه م
ژوهش برگرفته از اين پ شود. يمذكور به كار برده م يل داده هايتحل يبه دست آمده برا ينظر جيشود. در انتها نتا يمزاحم استفاده م

  است.  (2025)پرست مقاله سروري و دوست

  ؛ نسبت درستنمايي.شواهدي رويكرد ؛آزمون فرضيه ؛داده هاي دايره ايكلمات كليدي: 

 مقدمه -١

هايي بر حسب زاويه كه به صورت نقاطي روي محيط كند كه به دادهاي از علم آمار اشاره مياي به شاخهاصطلاح آمار دايره
هاي ها را از دادهنامند و اصطلاحي است كه آناي ميهاي دايرههايي را دادهپردازد. چنين دادهتوان نشان داد، ميحد ميدايره وا

اي بر روي دايره هاي دايرهگيرند، دادههاي خطي، كه روي خط حقيقي قرار ميكند. برخلاف دادهخطي معمولي متمايز مي
مراجعه شود. در سالهاي  )١٩٧٢مارديا (و  )٢٠٠١جامالاماداكا و سنگوپتا (ئيات بيشتر به جز . برايشوندواحد نشان داده مي

اخير در استنباط آماري، رويكرد جديدي به نام استنباط شواهدي توسط پژوهشگران معرفي شده است. در اين ديدگاه، اين 
 ،  )١٩٩٧رويال (  مي كنند. براي جزئيات بيشتر به سوال پاسخ داده مي شود كه داده ها به چه ميزان از فرضيه ها پشتيباني

در اين مقاله، از ديدگاه شواهدي داده هاي مربوط به حوادث رانندگي در  مراجعه شود. )٢٠٢٠(كاهوساك و  )٢٠٠٠رويال (
  .بررسي مي شودشهري يكي از معابر 

  اصطلاح آمار دايره اي -٢

مار اشاره مي كند كه  به داده هايي بر حسب زاويه كه به صورت  نقاطي اصطلاح داده هاي دايره اي به شاخه اي از علم آ
برخلاف داده هاي خطي، كه روي خط حقيقي قرار مي گيرند، داده هاي  روي محيط دايره واحد مي توان نشان داد، مي پردازد. 

) مراجعه ١٩٧٢) و مارديا (٢٠٠١و سنگوپتا (براي جزئيات بيشتر به جامالاماداكا  دايره اي بر روي دايره واحد نشان داده مي شوند.
  شود.



 

 
 ٣١   

 

 تفاوت رويكردهاي آماري -٣

  با توجه به مشاهدات ( داده ها)، چه تصميمي بين هر دو  عملي بگيريم و انجام دهيم؟ رويكرد كلاسيك
  يرويكرد بيز با توجه به مشاهدات (داده ها) اعتقاد ما به درستي يك فرضيه در مقابل فرضيه ديگر چقدر است؟

 رويكرد شواهدي كنند و به چه ميزان؟مشاهدات ( داده ها ) از كدام فرضيه بيشتر پشتيباني مي

  توزيع فون ميزس -١.  ٣

  است و با نماد ν و  µداراي توزيع فون ميزس يا توزيع نرمال دايره اي با پارامترهاي    Zمتغير تصادفي 
 Z ∼  V M(μ,  ν) 

٠ ) باشد، كه در آن،١نشان داده مي شود، اگر داراي تابع چگالي ( ≤ μ < ٢π    وν ≥ و  پارامترهاي توزيع هستند ٠
I٠(ν) ) نشان داده شده است.٢ثابت نرمال ساز يا تابع بسل اصلاح شده نوع اول و مرتبه صفر است كه با رابطه (  

)١(  
𝐟(𝐳; 𝛍, 𝛎) =

𝟏

𝟐𝛑𝐈𝟎(𝛎)
𝐞𝛎𝐜𝐨𝐬(𝐳ି𝛍),      𝟎 ≤ 𝐳 ≤ 𝟐𝛑 

)٢(  
𝐈𝟎(𝛎) =

𝟏

𝟐𝛑
න 𝐞𝐱𝐩[𝛎𝐜𝐨𝐬(𝐳)]𝐝𝐳.

𝟐𝛑

𝟎

 

  ) مراجعه شود.١٩٧٢) و مارديا (٢٠٠١براي جزئيات بيشتر به جامالاماداكا و سنگوپتا (

  اصطلاح آمار شواهدي  -٢.  ٣

دانش امروز بر پايه تفسير داده ها از علم آمار كمك مي گيرد. انتظار مي رود كه آمار روشهاي عيني براي ارائه داده هاي 
علمي به عنوان شواهد، و نيز راهي براي اندازه گيري قوت اين شواهد، فراهم سازد. مهمترين وظيفه آمار اين است كه در مورد 
تفسير شواهد حاصل از  آزمايشها يا مطالعات مشاهده اي، جانشيني عيني و كمي براي قضاوت هاي شخصي فراهم كند. در قالب 

 مراجعه شود. )١٩٩٧مك را به علم كرده است. براي جزئيات بيشتر به رويال (اين نقش است كه آمار اساسي ترين ك

ز فرضيه ها، از نسبت ا مورد نظر پژوهشگر است. براي اندازه گيري ميزان پشتيباني داده ها HଶوHଵ فرض كنيد، دو فرضيه

ଵكوچكتر از  LRଶ|ଵ ي دهند، اگر مقدارنشان م LRଶ|ଵاستفاده مي شود. اين عدد را باHଵ به  Hଶ درستنمايي تحت

୩
باشد، داده  

باشد داده ها به طور قوي از k بزرگتر از     LRଶ|ଵپشتيباني مي كنند ولي اگر مقدار Hଵها به طور قوي از فرضيه
ن حالت، براي تعيين تكليف معناي پشتيباني ضعيف از فرضيه ها است. در اي LRଶ|ଵپشتيباني مي كنند. ساير مقادير  Hଶ فرضيه

 .) مراجعه كنيد٢٠٠٣براي دريافت اطلاعات بيشتر به عمادي و ارقامي (بايستي داده هاي بيشتر جمع آوري شود.  

P(LRଶ|ଵ ، مقدار  Hଵ تحت فرضيه  <  
ଵ

୩
نشان مي دهند. تحت فرضيه SEVଵ|ଵ را اندازه شواهد قوي ناميده و با نماد  (

 Hଵ  ، مقدار P(LRଶ|ଵ >  k)  را شواهد گمراه كننده ناميده و با نماد MEVଶ|ଵ  نشان مي دهند. تحت فرضيه Hଵ مقدار ،

 P( 
ଵ

୩
< LRଶ|ଵ <  k)  اندازه شواهد ضعيف ناميده و با نمادWଵ  ،نمايش داده مي شود. به طور مشابه، اندازه شواهد قوي

را در  32و  16، 8بستگي به كاربرد دارد. ولي مقادير  kتعريف مي شود. عدد آستانه   Hଶ يه گمراه كننده و ضعيف تحت فرض
 مراجعه كنيد.  )١٩٩٧رويال ( و ) ٢٠٠٣عمادي و ارقامي (براي دريافت اطلاعات بيشتر به اند. هاي آماري پيشنهاد دادهپژوهش

مجهول است، به صورت زير بدست مي  νدر زماني كه  CLTضعيف را با روش بدين منظور روابط شواهد قوي و گمراه كننده و 
  ) مراجعه كنيد.٢٠٢٥پرست () به سروري و دوست٥) و (٤)، (٣آيد كه براي اطلاع از جزييات محاسبات روابط (

  



 

 
 ٣٢   

 

)٣(  

𝐒𝐄𝐕𝟏|𝟏 =  𝐏(𝐋𝐑𝟐|𝟏 < 𝟏/𝐤|𝐇𝟏) ≈ 𝟏 −  𝚽

⎝

⎜
⎛

 

√𝐧 ቆ
𝐥𝐧(𝐤)

𝐧
 − 𝐡(𝐑𝟏

തതതത,      𝐑𝟐
തതതത)ቇ

ඥ𝚪(𝟎, 𝛍𝟏 − 𝛍𝟐, 𝛎ො𝟏)
 

⎠

⎟
⎞

 

)٤(  

𝐌𝐄𝐕𝟐|𝟏 =  𝐏൫𝐋𝐑𝟐|𝟏 >  𝐤  ห 𝐇𝟏) ≈  𝚽

⎝

⎜
⎛

 

√𝐧 ቆ
− 𝐥𝐧(𝐤)

𝐧
 − 𝐡(𝐑𝟏

തതതത,       𝐑𝟐
തതതത)ቇ

ඥ𝚪(𝟎, 𝛍𝟏 − 𝛍𝟐, 𝛎ො𝟏)
 

⎠

⎟
⎞ 

)٥(  
𝐖𝟏 = 𝐏൫𝟏/𝐤 < 𝐋𝐑𝟐|𝟏 <  𝐤 ห𝐇𝟏) ≈  𝚽 ቌ 

√𝐧 ቆ
𝐥𝐧(𝐤)

𝐧
 ି𝐡(𝐑𝟏തതതത,     𝐑𝟐തതതത)ቇ

ඥ𝚪(𝟎,𝛍𝟏ି𝛍𝟐,𝛎ො𝟏)
 ቍ- 𝚽 ቌ 

√𝐧 ቆ
ష 𝐥𝐧(𝐤)

𝐧
 ି𝐡(𝐑𝟏തതതത,    𝐑𝟐തതതത)ቇ

ඥ𝚪(𝟎,𝛍𝟏ି𝛍𝟐,𝛎ො𝟏)
 ቍ 

  مثال كاربردي با داده هاي واقعي -٤

در يكي از معابر شهري كه منجر  حادثه رانندگي خطرناك در چهار سال متوالي ٤٢تحليل زمان رخ دادن  در اين قسمت به 
شواهدي پرداخته مي شود. پژوهشگر علاقمند به دانستن اين موضوع است كه  مجروح شده است، از ديدگاه ٢به بيشتر از  

ي دهند. ابتدا آزمون نيكويي برازش الگوي نرمال دايره اي ه طور متوسط در نيمه شب يا در نيمه روز رخ مب تصادفات خطرناك
پيروي مي كنند. بنابراين با استفاده  بررسي شد كه داده ها از توزيع فون ميزس (نرمال دايره اي)R با آزمون واتسون در نرم افزار 

:Hଵ از استنباط شواهدي، پشتياني داده ها از فرضيه  μ = μଵ (μଵ = :Hଶيه در مقابل فرض (0  μ = μଶ (μଶ > μଵ) را
در توزيع فون ميزس داده ها،  νبررسي نموده و نتايج آن گزارش مي شود. شايان ذكر است كه با توجه به مجهول بودن پارامتر 

νො١به روش ماكسيمم درستنمايي نيمرخ برآورد مي شوند كه برابر با   Hଶو   Hଵتحت فرضيه هاي  =   .است  ٠.٤٩٤٠٣
در يكي از معابر شهري كه منجر  حادثه رانندگي خطرناك چهار سال متوالي 42خلاصه سازي آماري زمان رخ دادن  ١در جدول 

  مجروح شده است. ٢به بيشتر از 

 : مقايسه شاخص هاي پراكندگي و تمركز با رويكردهاي دايره اي و خطي١جدول 

معيار انحراف 
  خطي

معيار دايره  انحراف
  اي

واريانس 
  خطي

واريانس 
  دايره اي

ميانگين 
  خطي 

ميانگين 
  دايره اي

 متغير دايره اي

برآورد روز سال حادثه  ٢,٧١٤٥ ٢,٨٢٦ ٠,٥٧٠ ١,٦٦٦ ١,٢٩٩ ١,٢٩١
 (راديان)

 روز سال حادثه ١٥٧,٦٩١ ١٦٤,١٩٠    

برآورد روز هفته حادثه  ١,٤٧٣ ٣,٧٨٣ ٠,٨٧٢ ٣,٥٩٨ ٢,٠٢٩ ١,٨٩٧
  ديان)(را

 روز هفته حادثه يكشنبه چهارشنبه    

برآورد ساعت حادثه  -٠,٧٠٣ ٣,٣٧٨ ٠,٦٨٦ ٤,٦٢٤ ١,٥٢١ ٢,١٥٠
  (راديان)

  ساعت حادثه ٢١:١٨:٥٢ ١٢:٥٤:٠٧    

  كه نشان دهنده اختلاف بين روشهاي دايره اي و خطي براي متغيرها و داده هاي دايره اي است.
 شده است. رسم Rدر نرم افزار  ١كه به صورت شكل  ١هاي دايره اي با داده ها دايره اي جدول  در ادامه نمودارهاي مناسب داده



 

 
 ٣٣   

 

 

  ١نمودار ميله اي دايره اي و نمودار رز و نمودار چگالي كرنل براي داده هاي جدول : ١شكل 

kحال رفتار شواهد قوي و گمراه كننده با مقادير ثابت  =   Hଵاي جهت در فرضيه هاي اختلاف ميانگين هنسبت به مقادير  8
 رسم شده است. ٣و  ٢و همچنين با حجم نمونه متفاوت به صورت شكل هاي   Hଶو 

  
μଶ: نمودار مقادير شواهد قوي نسبت به ٢شكل  −  μଵ  براي مقادير ثابتk = 8  

  
μଶ: نمودار مقادير شواهد گمراه كننده نسبت به ٣ شكل −  μଵ  براي مقادير ثابتk = 8  



 

 
 ٣٤   

 

  

μଶهمچنين رفتار شواهد قوي و گمراه كننده با مقادير ثابت  −  μଵ =
஠

଺
و با حجم نمونه متفاوت  kمقادير متفاوت نسبت به  

  رسم شده است. ٤به صورت شكل 

 

μଶبراي مقادير ثابت  k : نمودار مقادير شواهد قوي (چپ) و گمراه كننده (راست) نسبت به4 شكل −  μଵ =
஠

଺
  

= H୧ (i تحت فرضيه MLE با روش ν ان ذكر است كه پارامتر مزاحمشاي  1, نشان داده   ν୧ شود و باتخمين زده مي (2
= Hଶ: μ را تحت فرضيه جايگزين  ν پارامتر مزاحم ML برآورد ٢شود. جدول مي  μଶ براي برخي از مقادير انتخاب شده 

μଶ  برآورد دهد. لازم به ذكر است كهنشان مي ML پارامتر مزاحم ν تحت H1: μ =  0  ،νଵ  =   است. 0.49403 
  كه با  آن و مقدار پشتيباني  LRଶ | ଵ؛ يعنيHଵدر برابر فرضيه Hଶ براي فرضيه  LRرخ نيم بنابراين آماره

 Sଶ | ଵ  =  ln(LR ଶ | ଵ)  ٢٠٢٥پرست (ه سروري و دوستبراي جزييات بيشتر ب ارائه شده است. ٢تعريف شده و در جدول (
  مراجعه كنيد.

  

P: مقايسه رويكرد كلاسيك يا ٢جدول  − value با رويكرد شواهدي  

P − value k = 32 k = 16 k = 8 k = 3 k = 2  S2 | 1
ෟ LR 2 | 1ෟ  νො  μ

2
 

0.99999ത  weak weak H1 H1 H1 ٠,٠٥١٧٥ ٠,٠٨٨٦٨ -٢,٤٢٢٧٦ 03: 00 AM. 
(3π/12) 

١,٠٠٠٠٠ weak weak H1 H1 H1 ٠,٠٠٠٠٠ ٠,٠٨٦٢٢ -٢,٤٥٠٨٧ 06: 00 AM. 
(6π/12) 

١,٠٠٠٠٠ weak weak H1 H1 H1 ٠,٠٠٠٠٠ ٠,٠٨٦٢٢ -٢,٤٥٠٨٧ 09: 00 AM. 
(9π/12) 

١,٠٠٠٠٠ weak weak H1 H1 H1 ٠,٠٠٠٠٠ ٠,٠٨٦٢٢ -٢,٤٥٠٨٧ 12: 00 PM. 
(12π/12) 

١,٠٠٠٠٠ weak weak H1 H1 H1 ٠,٠٠٠٠٠ ٠,٠٨٦٢٢ -٢,٤٥٠٨٧ 03: 00 PM. 
(15π/12) 

١,٠٠٠٠٠ weak weak weak  weak H1 ٠,٤١٥١٠ ٠,٤٩٧٤٨ -٠,٦٩٨١٩ 06: 00 PM. 
(18π/12) 

١,٠٠٠٠٠ weak weak weak H2 H2 ٠,٦٥٧٩٥ ٥,٩١٤٤٧ ١,٧٧٧٤٠ 09: 00 PM. 
(21π/12) 

  



 

 
 ٣٥   

 

= k ارائه شده است و نشان مي دهد كه براي  ٢كنند در جدول پشتيباني ميها از آنها هايي كه مجموعه دادهفرضيه  2   
= kو  :٩كنند كه  را پشتيباني مي Hଶها فرضيه داده 3  ٠٠ PM. در واقع، براي. استk =  8,   k = = k و  16   32  

آورد ميانگين ساعت شبانه روز در جدول توجه داشته باشيد كه بر. هاي بيشتري نياز داريمشواهد ضعيفي وجود دارد و ما به داده
:٩به صورت  ١ ١٨:   آمد. شب، بدست  ٥٢

  
p علاوه بر اين، به مقادير − value و نيز در ٢٠٢٥پرست (براي داده هاي دايره اي به دست آمده توسط سروري و دوست (

p اديرشود كه استفاده از مقاند كه از نتايج به دست آمده نتيجه گرفته ميارائه شده ٢جدول  − value  منجر به تفسيرهاي
:٩به عنوان مثال، در ساعت  .شودنادرست مي ٠٠ PM.با مقادير آستانه ، k = = k و 2  را  Hଶ  ، شواهد آماري فرضيه 3 

p كند ولي در عين حال، مقدارتأييد مي − value  فرضيه  Hଵ كند زيرا بزرگتر از مقادير را رد نميα = α  و 0.05 =

0.01 ، α = :٠٠ دهد كه زمان است. اين نشان مي  0.1  :٢٤ يا ٠٠ نفر يا  ٢بيشترين تعداد تصادفات منجر به آسيب به  ٠٠
  .بيشتر را دارد كه با نتيجه به دست آمده از رويكرد مبتني بر شواهد در تضاد است

  
را براي برخي از مقادير ده اند ) محاسبه ش٥) و (٤) و (٣كه با روابط (كننده و ضعيف معيارهاي شواهد قوي، گمراه ٣جدول  

μଶ و  k انتخاب شده = 21π/12   توان مشاهده كرد كه معيارهاي شواهد قوي و مي ٣همانطور كه از جدول  دهد.نشان مي
علاوه بر اين، همانطور كه انتظار  .يابدافزايش مي k يابند در حالي كه معيار شواهد ضعيف دركاهش مي  k كننده درگمراه
μଵ به    μଶم، با ميل يافتنداشتي  = كنند و تحت دو روي دايره واحد، شواهد ضعيف افزايش يافته و به سمت يك ميل مي 0 

= Hଵ: μ  فرضيه  μଵ  = = Hଶ: μ  و 0   μଶ .بر هم منطبق مي شوند  
  

:H1 : مقادير شواهد قوي و گمراه كننده و ضعيف درآزمون فرضيه ٣جدول   μ
1

 = H2:  μ  در مقابل 0 
2

= 21π/12  

Wଶ MEVଵ|ଶ SEVଶ|ଶ Wଵ MEVଶ|ଵ SEVଵ|ଵ k 
 μ

2
 

١.٩٤٩٧٩
× 10ି଺ 

٠,٠٠٠٠
٠ 

0.99999ത  ٢ ٠,٠٠٠٠٠ ٠,٩٩٩٩٤ ٠,٠٠٠٠٦ 09: 00 PM. 
(21π/12) 

٠,٠٠٠٠ ٠,٠٠١٩٢
٠ 

٣ ٠,٠٠٠٠٠ ٠,٩٩١٧٦ ٠,٠٠٨٢٤ ٠,٩٩٨٠٨ 

٠,٠٠٠٠ ٠,٩٠٠٧٩
٠ 

٨ ٠,٠٠٠٠٠ ٠,١٤٢٩٤ ٠,٨٥٧٠٥ ٠,٠٩٩٢١ 

0.99999ത ٠,٠٠٠٠
٠ 

١٦ ٠,٠٠٠٠٠ ٠,٠٠٠٢٢ ٠,٩٩٩٧٨ ٠,٠٠٠٠١ 

0.99999ത ٠,٠٠٠٠
٠ 

3.26866
× 10ିଵଷ 

0.99999ത  1.22093
× 10ିଽ 

٣٢ ٠,٠٠٠٠٠ 

  بندينتيجه و جمع -٥

به تفصيل به دست  معيارهاي شواهدو  هاي پارامتر ميانگين جهت با رويكرد شواهدي بررسي شدي آزمون فرضيهمسئله
ها اين تقريب ارائه شد. CLT هاي مختلفي بر اساس قانون اعداد بزرگ واز آنجايي كه اين معيارها پيچيده بودند، تقريب. آمدند
اين رويكرد نيازي به تعيين  هاي بزرگ سروكار داريم، استفاده كرد.توان براي محاسبات سريع، زماني كه با مجموعه دادهرا مي
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برخلاف رويكرد بيزي كه نياز به مشخص كردن يك تابع پيشين دارد، رويكرد شواهد  يان مانند رويكرد كلاسيك ندارد.تابع ز
هاي رويكردهاي بيزي و كلاسيك است تا از دخالت در واقع، رويكرد شواهد كاربردي مكمل روش عاري از يك تابع پيشين است.

  .و اعمال نظرات شخصي پژوهشگران جلوگيري شود

 مراجع -٦

[1] P.M. Cahusac, Evidence-Based Statistics: An Introduction to the Evidential Approach-from Likelihood 
Principle to Statistical Practice, John Wiley & Sons, New York, 2020. 

[2]  M. Emadi and N.R. Arghami, Some measure of support for statistical hypotheses, J. Stat. Theory Appl. 2 
(2003), pp. 165–176. 

[3] S.R. Jammalamadaka and A. Sengupta, Topics in Circular Statistics, Vol. 5, World Scientific, 
London, 2001. 

[4] K.V. Mardia, Statistics of Directional Data, Academic Press, New York, 1972. 

[5] R.M. Royall, Statistical Evidence: A Likelihood Paradigm, Chapman & Hall, London, 1997. 

[6] R.M. Royall, On the probability of observing misleading statistical evidence, J. Am. Stat. Assoc. 
95 (2000), pp. 760–768. 

[7] M.R. Sarvari, and M. Doostparast. "Evidence in directional data coming from circular normal distribution. 
Journal of Applied Statistics (2025), pp. 1-27 

  
   



 

 
 ٣٧   

 

F-360 ٤١-٣٧، صص.  
  

در آموزش مفاهیم ریاضی و تجسم نمودارها  MATLABافزار مروری بر نقش نرم
 ای)  (با تأکید بر آموزش مدرسه

  ٢فردطاهره پورصادق دكتر، ١ميترا كشاورزي 
   Mitra.keshavarzi@iau.ir يروزآباد،ايران:،فيدانشگاه آزاد اسلام، روزآباديواحد ف،و آمار ياضيگروه ري،كارشناس يدانشجو ١

  Ta.poursadeghfard@iau.ac.ir :رانيا يروزآباد،في، دانشگاه آزاد اسلام، روزآباديواحد ف، و آمار ياضير ار،گروهياستاد٢
 

  چكيده
. كنديم فايآموزان احل مسئله دانش ييو توانا يدر پرورش تفكر منطق ياست كه نقش مهم ينظام آموزش نيادياز دروس بن يكي اتياضير

 زهيو كاهش انگ يضعف درك مفهوم رينظ ييهادرس را با چالش نيا يريادگيهمواره  ياضير مياز مفاه ياريبس يانتزاع تيحال، ماه نيبا ا
 ياضيآموزش ر تيفيبهبود ك يمؤثر برا يكرديعنوان روبه يآموزش يهاياستفاده از فناور ر،ياخ يهاكرده است. در سال هراهم رندگانيادگي

 يايو پو يخود، امكان تجسم بصر يكيو گراف يمحاسبات يهاتيقابل ليبه دل MATLABافزار نرم ان،يم نيمورد توجه قرار گرفته است. در ا
 ميدر آموزش مفاه MATLABافزار كاربرد نرم نهيشده در زمانجام يهامقاله حاضر، مرور پژوهش هدف.سازديمرا فراهم  ياضير ميمفاه

 يو خارج يمعتبر داخل يبوده و منابع علم يفيتوص ياست. روش پژوهش از نوع مرور يابر آموزش مدرسه ديو تجسم نمودارها با تأك ياضير
موجب بهبود درك  توانديم MATLABكه استفاده هدفمند و متناسب از  دهديمطالعه نشان م نيا جياند. نتاشده يبررس يفيصورت كبه

 نيمؤثر ا يريكارگبه يبرا ييشنهادهايپ ان،يآموزان شود. در پادانش زهيانگ يفعال و ارتقا يريادگي شيتجسم نمودارها، افزا تيتقو ،يمفهوم
  . ستشده ا مدارس ارائه يو مجاز يحضور يهاافزار در كلاسنرم

  ي.اآموزش مدرسه ،يآموزش يتجسم نمودارها، فناور ،ياضيآموزش ر :كلمات كليدي

  مقدمه -١

و  يپرورش تفكر منطق ،يشناخت يهاييدر رشد توانا ياكنندهنيينقش تع ،ينظام آموزش ياز اركان اساس يكيعنوان به اتياضير
 م،ياز مفاه ياريبس يانتزاع تيماه ليبه دل ياضيآموزش ر ت،يهما نيآموزان دارد. با وجود امهارت حل مسئله دانش تيتقو

 يسنت يهامواجه بوده است. روش رندگانيادگي يو نگرش منف ياضياضطراب ر ،يضعف درك مفهوم رينظ ييهاهمواره با چالش
 ياند پاسخگورد نتوانستهاز موا ياريدارند، در بس ديتأك يتكرار يهانيمحتوا و حل تمر هيسوكيكه عمدتاً بر انتقال  سيتدر

اند كه نشان داده يمتعدد يهاپژوهش)Ruthven, Hennessy, & Brindley, 2004(.آموزان باشندمتنوع دانش يازهاين
آموزان منجر شود. مشاركت فعال دانش شيو افزا ياضيآموزش ر تيفيبه بهبود ك توانديم يآموزش يهاياستفاده از فناور

McCoy )را فراهم  ياضير ميآموز با مفاهدانش شتريامكان تعامل ب انه،يبر را يمبتن يريادگي يهاطيكه مح كنديم اني) ب١٩٩٦
 يريادگيبر  يمثبت معنادار ريتأث ياانهيرا ي) نشان داد كه استفاده از فناور٢٠١٠( Maو  Li ليفراتحل جينتا ن،ي. همچنكننديم
 ,.Hillmayr et alگزارش شده است( گريد يزهايو متاآنال يدر مطالعات مرور زين يمشابه يهاافتهيآموزان دارد. دانش ياضير

  ).Schindler et al., 2017؛ 2020
) ٢٠٢٠( Eidiدارند.  ديتأك يبيو ترك يمجاز يهاطيدر مح ياضيدر آموزش ر يبر نقش فناور رياخ يهاپژوهش ن،يبر ا علاوه

كند.  ليآموزش از راه دور تسه طيرا در شرا ياضير يريادگي توانديم يمجازو  ياچندرسانه يهاطينشان داد كه استفاده از مح
Weigand ،Trgalová  وTabach )ياز ابزارها يريگبهره ازمندين تاليجيدر عصر د ياضيمعتقدند كه آموزش ر زي) ن٢٠٢٤ 
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و  يمحاسبات يافزارهانقش نرم ترقيدق يآن است كه بررس انگريب هاافتهي نياست. مجموع ا يفناورانه متناسب با اهداف آموزش
عمدتاً  MATLABافزار وجود آنكه نرم با.رسديبه نظر م يضرور يامدرسه ياضي، در آموزش رMATLABاز جمله  ،يكيگراف

كه استفاده  دهديها نشان مپژوهش يبرخ جينتا شود،يشناخته م يدانشگاه يهادر آموزش يتخصص يعنوان ابزاربه
 ترنييدر سطوح پا ياضير ميدر آموزش مفاه توانديافزار منرم نياز ا رندگانيادگيهدفمند و متناسب با سطح  شده،يسازساده

 ،يكيعنوان ابزار تجسم گرافبه MATLAB يريكارگ) در پژوهش خود نشان داد كه به٢٠٠٩( Dikovicز اثربخش باشد. ين
 ني. همچنشوديم يو نمودار يجبر يهاشينما انيارتباط م تيتقو و ياضير ميآموزان از مفاهدانش يموجب بهبود درك مفهوم

McCoy )راستا باشد، هم يكه با اهداف آموزش يدر صورت محور،انهيرا يمحاسبات يهاطيكه استفاده از مح كنديم دي) تأك١٩٩٦
  .كند تيتقو ياضيفعال و معنادار را در درس ر يريادگي توانديم
وابسته  يآموزش يفناور يدارند كه اثربخش دينكته تأك نيبر ا زي) ن٢٠٠٨( Mousa Madaniو  Norouzi ،Zandi گر،يد يسو از

آن را كاهش  ييكارا توانديمناسب م يآموزش يبدون طراح اي ياست و استفاده افراط سيتدر نديآن در فرآ يريكارگبه نحوه به
 يافزار، بلكه طراحنرم يدگيچيدارد، نه پ تياهم يادرسهم ياضيدر آموزش ر MATLABآنچه در استفاده از  ن،يدهد. بنابرا

 دهدينشان م يشواهد پژوهش نيا مجموعآموزان است.دانش يشناخت ييو متناسب با توانا ياساده، مرحله يآموزش يهاتيفعال
تجسم نمودارها،  تير تقومؤثر د يعنوان ابزاربه توانديم شده،يساز، در صورت استفاده هدفمند و سادهMATLABافزار كه نرم

 جاماساس، ضرورت ان ني. بر ارديمورد توجه قرار گ يامدرسه ياضيفعال در آموزش ر يريادگي يو ارتقا يدرك مفهوم شيافزا
كه مقاله حاضر در  يهدف شود؛ياحساس م شياز پ شيحوزه ب نيشده در اانجام يهاپژوهش يبندجمع يبرا يمطالعه مرور كي
 .تحقق آن است يپ

  روش پژوهش  -٢

 نيشيپ يهاپژوهش د،يجد ينوع پژوهش، بدون انجام مطالعه تجرب نياست. در ا يفيتوص يپژوهش حاضر از نوع مطالعه مرور
  موجود ارائه گردد. تيجامع از وضع يريتا تصو شونديم  فيتوص ،يمرتبط با موضوع بررس

و  Google Scholar ،ScienceDirect ،ERIC ،SIDز جمله ا يو خارج يمعتبر داخل يعلم يهاگاهيمنابع، پا يگردآور يبرا
Magiran رينظ ييهادواژهيمورد جستجو قرار گرفتند. كل »MATLAB يفناور«و » تجسم نمودارها« ،»ياضيدر آموزش ر 

مورد  ياضيو تمركز بر آموزش ر يارتباط با موضوع، اعتبار علم زانيم اسشده بر اسبه كار گرفته شد. منابع انتخاب »يآموزش
  شوند. يمشترك م يها در قالب محورهاآن جيقرار گرفتند و نتا يفيك يبررس

  آن  يآموزش يهاتيو قابل MATLABافزار نرم يمعرف  -٣

 ريپارامترها و مشاهده تأث رييو نمودارها، تغ يزمان روابط جبرهم شيبه نما توانيم MATLAB يآموزش يهاتيجمله قابل از
 يمجاز يهاافزار را در كلاسنرم نيامكان استفاده از ا MATLAB نيآنلا يهانسخه ن،ياشاره كرد.علاوه بر ا ايصورت پوها بهآن

    .اندفراهم كرده زيو آموزش از راه دور ن

  يامدرسه ياضير ميدر آموزش مفاه MATLABكاربرد  -٤

كند.  فايا يانتزاع ميمفاه يريادگي ليدر تسه ينقش مؤثر توانديم يامدرسه ياضيدر آموزش ر MATLABافزار استفاده از نرم
 ينيصورت عرا به ياضيتا رفتار توابع و روابط ر كنديآموزان كمك مپارامترها، به دانش ريينمودارها و امكان تغ يايپو شينما

و كاهش  يمفهومدرك  تيموجب تقو ،يتميو لگار ييمانند توابع، توابع نما يژه در آموزش مباحثيوامر به نيمشاهده كنند. ا
  .شوديم يسطح يريادگي
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 ياضير سيتدر يهابا روش MATLABتناسب  -٥

 ،ياكتشاف يريادگي يهاتناسب را با روش نيشتريب MATLABافزار كه نرم دهدينشان م ياضير سيتدر يهاروش يبررس
را با  يسازگار نيكمتر خود، هيسوكي تيماه ليبه دل يدر مقابل، روش سخنرانو  معكوس دارد سيفعال و تدر يريادگي

  .دارد MATLAB يتعامل يهاتيقابل

  MATLABمعكوس و نقش  سيروش تدر -١.  ٥

آموز توسط دانش ميمفاه هيدر آموزش است كه در آن آموزش اول نينو يكردي) روFlipped Classroomمعكوس ( سيروش تدر
. در ابديياختصاص م يريادگي قيمسئله و تعمحل  ،يتعامل يهاتيو زمان كلاس به فعال شوديو خارج از كلاس درس انجام م

صورت فعال در ساخت آموزان بهو دانش كنديم رييتغ يريادگي نديفرآ گرتيهدا هدهنده محتوا بروش، نقش معلم از انتقال نيا
 يهاتيمعكوس مز سيدر روش تدر MATLAB افزارنرم )Bergmann & Sams, 2012(.ندينمايدانش مشاركت م

 يپارامترها و بررس ريياز كلاس با مشاهده نمودارها، تغ شيآموزان پدانش دهديافزار امكان منرم ني. اكنديم جاديا يتوجهقابل
 ليتحل يبرا سبمنا يبستر MATLAB زيبه دست آورند. در زمان كلاس ن ياضير مياز مفاه ياهيساده، درك اول يهامثال

 يريادگي تيزمان كلاس و تقو ياثربخش شيموجب افزا MATLAB ب،يترت ني.بدزدسايو رفع اشكالات فراهم م ميمفاه ترقيعم
  ).Pierce & Stacey, 2010( شوديمعكوس م سيدر چارچوب روش تدر يمفهوم

  MATLABو نقش  يسازروش داربست - ٢.  ٥

 هاتيحما نيكه ا ياگونهتوسط معلم است؛ به يجيتدر يآموزش يهاتيبر ارائه حما ي) مبتنScaffolding( يسازروش داربست
دارد و  يگوتسكيو يرشد شناخت هيدر نظر شهيروش ر ني. اابدييمستقل دست م يريادگيآموز به و دانش افتهيمرور كاهش به
نقش  MATLABافزار روش، نرم نيچارچوب ا در )Vygotsky, 1978(. مؤثر است اريسب يدشوار و انتزاع ميآموزش مفاه يبرا
 MATLABرا با  ياضيروابط ر لينمودارها و تحل مينحوه ترس ه،يدر مراحل اول تواندي. معلم مكنديم فايا امؤثر ر يتيابزار حما كي

موجب كاهش  كرديرو نيصورت مستقل انجام دهند. ارا به هاتيفعال جيتدرآموزان بهدهد و سپس دانش شيگام نمابهصورت گامبه
 ,Hegedus & Moreno-Armella(شوديم ياضير ميمفاه يريادگيدر  آموزاندانش يخودكارآمد شيو افزا يبار شناخت

2009.(  

  MATLABو نقش  ياكتشاف يريادگيروش  -٣.  ٥

 نياستوار است. در ا جينتا يمشاهده، آزمون و خطا و بررس قيآموز از طرتوسط دانش ميبر كشف مفاه ياكتشاف يريادگيروش 
 افزارنرم )Bruner, 1961(.كننديدرك م يترقيصورت عمرا به ميمفاه ،يريادگي نديبا مشاركت فعال در فرآ رندگانيادگيروش، 

MATLAB ج،ينتا يپارامترها و مشاهده فور ريي. امكان تغسازديفراهم م ياكتشاف يريادگيتحقق  يمناسب برا يبستر 
 شوديم يمفهوم يريادگي قيمو تع يليتفكر تحل شيموجب افزا يژگيو ني. اكنديم بيترغ ياضيآموزان را به كشف روابط ردانش

)Hegedus & Moreno-Armella, 2009.(  

  MATLABفعال و نقش  يريادگيروش  -٤.  ٥

به  ليتعامل و تحل ت،يفعال قيدارند و از طر يريادگي نديدر فرآ يآموزان نقش فعالاست كه در آن دانش يكرديفعال رو يريادگي
 قيعم يريادگيدر  يشتريب ياثربخش يسنت يهاروش نسبت به روش نياند كه اها نشان داده.پژوهشپردازنديساخت دانش م
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. كنديفعال فراهم م يريادگي ياجرا يبرا يخود، بستر مناسب يتعامل تيبا ماه MATLAB افزارنرم)Prince, 2004(.دارد
 نيمشاركت كنند. ا يريادگي صورت فعال دربه ج،ينتا لينمودارها و تحل ميترس ،يعمل يهاتيبا انجام فعال تواننديآموزان مدانش

 ,Pierce & Stacey( شوديمعنادار م يريادگي يوارتقا يناختش يريدرگ شيموجب افزا ياضير ميبا مفاه ميتعامل مستق
2010.(  

  ياضيدر آموزش ر MATLABاستفاده از  بيو معا ايمزا -٦

فعال و  يريادگي شيافزا م،يمفاه يم بصرتجس تيبه تقو توانيم ياضيدر آموزش ر MATLABاستفاده از  يايمزا نيتراز مهم
از  يفن يهاتيمحدود يبه آموزش معلمان و برخ ازيافزار، ننرم ينسب يدگيچيآموزان اشاره كرد. در مقابل، پدانش زهيانگ يارتقا

 يهاروش مكمل در كنار يعنوان ابزاربه ديبا MATLAB رو،ني.ازاشونديمدارس محسوب م راستفاده از آن د يهاجمله چالش
  به كار گرفته شود. سيتدر يسنت

  در كلاس MATLABزمان استفاده از  تيريمد -٧

زمان مناسب در كلاس درس وابسته است.  تيريبه مد MATLABاستفاده از  يكه اثربخش دهدينشان م يپژوهش يهاافتهي
 MATLABبر  يمبتن يهاتيدرصد) به فعال ٢٠از زمان (حدود  يسهم محدود ،يحضور يهادر كلاس شوديم شنهاديپ

 يريآموزان جلوگدانش يشناخت يشود تا از خستگ يطراح مندكوتاه و هدف يهاتيفعال ،يمجاز يهاو در كلاس ابدياختصاص 
  .گردد

 جمع بندي -٨

و روش  يلياستفاده هدفمند و متناسب با مقطع تحص ، در صورتMATLABافزار كه نرم دهدينشان م يمطالعه مرور نيا جينتا
 يهادر چارچوب روش افزارنرم نياز ا يريگكند. بهره فايا يامدرسه ياضير ميدر بهبودآموزش مفاه ينقش مؤثر توانديم س،يتدر

  .سازديرا فراهم م رندگانيادگيمشاركت  شيو افزا ياضير ميتر مفاهقيدرك عم نهيزم ،يفعال و اكتشاف

  شنهادهايپ -٩

  MATLAB يكاربرد آموزش نهيزم معلمان در يبرا يآموزش يهادوره برگزاري•
  آموزانساده و متناسب با سطح دانش يهاتيفعال طراحي•
 يردولتيمدرسه غ يعنيمتوسطه،  يردولتياز مدارس غ يكيدر  يدانيمطالعه م كيپژوهش،  نيقصد دارد در ادامه ا سندهنوي•

مكمل  يابزار آموزش كيعنوان به MATLABافزار ممطالعه، استفاده از نر نيواقع در شهر بوشهر انجام دهد. در ا سروشپسرانه 
آموزان پژوهش، دانش يقرار خواهد گرفت. جامعه آمار يو نمودارها) مورد بررس توابع(از جمله  ياضيمباحث ر يبرخ سيدر تدر

افزار را نرم نيا ريتأث ترقيدق ليامكان تحل س،يمتداول تدر يهاها با روشآن يريادگي جينتا سهيمدرسه خواهند بود و مقا نيا
 فراهم خواهد كرد.
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های بلوکی های خطی ماتریسبررسی خواص هندسی برد عددی درجه دوم دسته
  همراه با الگوریتم

 مريم فضل الهي علمداري

 m.fazlollahi.a@gmail.com؛ دانشگاه ملي مهارت، تهران، ايران، استاديار گروه علوم پايه

 

  هچكيد

Aλي خطي هادسته + B  كهA  وB ي مختلط هاسيماترn × n  وλ  متغير مختلط باشند را در نظر بگيريد. در اين مقاله خواص هندسي
Aλبرد عددي درجه دوم دسته خطي  + B  دينمايمي نموده و با رسم نمودار، روابط مربوطه را بررسي بررسرا .  

  ه دوم؛ دسته خطي.ي بلوكي؛ برد عددي درجهاسيماتر كلمات كليدي: 

 مقدمه -١

Aλفرض كنيد  + B  دسته خطي باشد كه A  وB هاي مختلط ماتريسn × n  وλ كه متغير مختلط هستند. درصورتيA =

I  ،باشدAλ + B  هاي تكين و اگر ماتريسA  وB  ،هرميتي باشندAλ + B   شود. براي مطالعه در مورد خودالحاق ناميده مي

Aλد. مجموعه مقادير ويژه دسته خطي  مراجعه شو [1,3,2,6]دسته خطي به  + B  طيفAλ + B .نام دارد  

𝜎(Aλ + B) = {λϵℂ: det(Aλ + B) = 0} 

  :ميريگيمي دسته خطي، افراز زير را در نظر هاسيماتربراي تعميم مفهوم برد عددي درجه دوم براي 

)١(                           A ≔ ൤
Aଵ Aଶ

Aଷ Aସ
൨     ,       B ≔ [

Bଵ Bଶ

Bଷ Bସ
]   

,Aଵكه  Bଵϵℂ୬భ ،Aସ, Bସϵ ℂ୬మ   وnଵ + nଶ = n  :فرض كنيد .  

)٢(                             . Σ = {൬
f

g
൰ : f ∈ ℂn1, g ∈ ℂn2, ‖f‖2 = ‖g‖2 = 1}   

൬براي هر       
𝑓
𝑔

൰ ∈ Σ :فرض كنيد  

)٣(                  A୤୥ ≔ ൤
f ∗Aଵf f ∗Aଶg
g∗Aଷf g∗Aସg

൨         ,           B୤୥ ≔ [
f ∗Bଵf f ∗Bଶg
g∗Bଷf g∗Bସg

] 

Aλ : برد عددي درجه دوم دسته خطي ١تعريف  + B  برايA  ،B  وλ  ميكنيمزير تعريف  صورتبهفوق:  

          )٤                               (Wଶ(Aλ + B) = ⋃ σ(A୤୥λ + B୤୥)
൬

୤
୥

൰∈ஊ
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2ي بلوكي هاسيماترتعريف فوق، تعميمي از برد عددي درجه دوم  ×   .  باشديم 2

  نتايج اصلي -٢

σ(Aλ  داريم: [4,5]:١لم  + B) ⊂ W2(Aλ + B) ⊂ W(Aλ + B)  .  

  .ميكنيمدر ادامه خواص بنيادي برد عددي درجه دوم را ثابت 

0: اگر ١قضيه  ∈ Wଶ(A)  آنگاهWଶ(Aλ + B)  ي از ابستهزيرمجموعهℂ .است  

λ୩ϵWଶ(Aλاثبات: فرض كنيد  + B)  وlim
௞→ஶ

𝜆௞ = 𝜆∗ لذا .൬
f୩

g୩
൰ ϵΣ  كهيطوربهوجود دارد 

 λ୩ ∈ σ(A୤ౡ୥ౡλ + B୤ౡ୥ౡ) فشردگي .Σ  كه  دهديمنتيجه൜൬
f୩

g୩
൰ൠ  همگرا دارد. بدون كاستن از حالت كلي  يادنبالهزير

൜൬فرض كنيم 
f୩

g୩
൰ൠ   همگراست وlim

୩→ஶ
൬

f୩

g୩
൰ = ൬

f∗

g∗
൰  لذا൬

f∗

g∗
൰ ∈ Σ 0. چون ∈ Wଶ(A)  و هر بردار ويژهA୤୥λ + B୤୥  تابع

∗λي است، داريم:  اوستهيپ ∈ σ(A୤∗୥∗λ + B୤∗୥∗ ).  

Wଶ(Aλهرميتي باشند آنگاه  𝐁و  A يهاسيماتر: اگر ٢قضيه + B) .نسبت به محور حقيقي متقارن است  

൬هرميتي هستند براي هر   𝐁و  Aاثبات: چون 
f
g

൰ ϵΣ ي هاسيماترA୤୥  وB୤୥  بنابراين، باشنديمهرميتي .A୤୥λ + B୤୥ 

  .ديآيمه به دست نتيج [5]ي ماتريسي هرميتي است. بنا به اچندجمله

,nଵ: اگر ٣قضيه  nଶ > W(Aଵλ آنگاه 2 + Bଵ) ⊂ Wଶ(Aλ + B)  وW(Aସλ + Bସ) ⊂ Wଶ(Aλ + B) .  

,rank([C଴fتوجه كنيد كه  fϵℂ୬భاثبات: براي هر بردار يكه  Cଵf]) ≤ n + nଶو  1 > g. لذا بردار يكه 2 ∈ ℂ୬మ  وجود

g∗C଴f كهيطوربهدارد  = g∗Cଵfو  0 =   جهيدرنت 0

A୤୥ ≔ ൤
f ∗Aଵf f ∗Aଶg

0 g∗Aସg
൨        ,          B୤୥ ≔ ൤

f ∗Bଵf f ∗Bଶg
0 g∗Bସg

൨ 

  :ديآيمكه به دست 

σ((f∗A1f)λ + (f∗B1f)) ⊂ σ(Afgλ + Bfg) ⊂ W2(Aλ + B).  

W(Aଵλيعني  + Bଵ) ⊂ Wଶ(Aλ + B) .  شوديممشابه نتيجه  طوربهمورد دوم. 

,nଵ: اگر ١نتيجه  nଶ > 0آنگاه  0ϵWଶ(A)و  1 ∈ W(Aଵ) ∪ W(Aସ).  

Aଵ: فرض كنيد ١مثال  = Iଶ, Aସ = Iଶ, A = ൤
Iଶ Iଶ

Iଶ Iଶ
൨  بديهي است كهW(Aଵ) = W(Aସ)و  {1} = اما در حالتي  {1}
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fكه  = g  باشدA୤୥ است.      منفرد  

  رسم شده است كه  𝐁و  Aي هاسيماتري خطي هادسته: برد عددي و برد عددي درجه دوم ٢مثال 

    A ≔ ൤
Aଵ Aଶ

Aଷ Aସ
൨ , B ≔ [

Bଵ Bଶ

Bଷ Bସ
Aଵو   [ = ቂ

0 0
0 0

ቃ , Aଶ = ቂ
0 0
0 1

ቃ , Aଷ = ቂ
−2 0
0 −2

ቃ , Aସ = [
i 4i

−3i i
]   

    Bଵ = ቂ
0 0
0 0

ቃ , Bଶ = ቂ
1 0
0 0

ቃ , Bଷ = ቂ
0 −1

−1 0
ቃ , Bସ = ቂ

0 i
−2i 0

ቃ  

 

  : برد عددي١شكل 

  

  
  

  : برد عددي درجه دوم١شكل 
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  چكيده

انقباضي پارامتر نامعلوم را  گاه برآوردوقتي در باره پارامتر نامعلوم يك توزيع، اطلاعاتي به صورت يك مقدار حدسي در دسترس باشد، آن
شود بيز انقباضي پارامتر توزيع رايلي معكوس تحت تابع زيان آنتروپي عمومي به دست آورده مي-Eتوان تعريف كرد. در اين مقاله برآورد مي

ي معكوس به كمك كارايي نسبي هاي واقعي با بهترين برآورد نااريب با كمترين واريانس پارامتر توزيع رايلو با استفاده از يك مجموعه داده
  شود.مقايسه مي

  بيز انقباضي، بهترين برآورد نااريب با كمترين واريانس، تابع زيان آنتروپي عمومي.-Eتوزيع رايلي معكوس، برآورد  كلمات كليدي: 

 مقدمه -١

قدار حدسي دارد. با توجه در بسياري از موقعيت هاي كاربردي، محقق اطلاعات پيشيني در باره پارامتر مجهول به صورت يك م

به صورت زير معرفي  [1] شود كه توسط تامپسونموسوم به برآوردهاي انقباضي توليد ميبه اين مقدار حدسي، برآوردگرهايي 

  شد.

𝑇 = 𝑘 𝜃⏞ + (1 − 𝑘)𝜃଴, 0 < 𝑘 < 1                           (1) 

شود نيز ضريب انقباضي نام دارد. و طوري تعيين مي 𝑘است و   𝜃هر برآورذگر معمول   ⏞𝜃و  𝜃مقدار حدسي  𝜃଴كه در آن 

برآوردهاي انقباضي در زمينه هاي مختلف علم مانند برآورد ميانگين زمان ) مينيمم شود ١كه مخاطره برآوردگر بر اساس رابطه (

د نرخ هاي مرگ و مير كاربرد دارد. مطالعات ايپيمولوژيك، برآورد در مطالعات نقشه برداري، پيش بيني سرمايه و برآوربقا در 

برآورد بيزي و برآورد بيزي انقباضي پارامتر شكل توزيع  .چندين نويسنده از برآوردهاي انقباضي در نظريه برآوردها استفاده كردند

رآوردگرهاي اي از بخانواده [3] دباگ-همياري و ال-ال .به دست آورده شد [2]پارتو را تخت تابع زيان آنتروپي توسط پراكاش 

آزمون اوليه برآورد بيزي انقباضي پارامتر مقياس  [4]انقباضي را براي پارامتر شكل توزيع وايبول به دست آوردند. سلمان و شريف 

هاي پيشين و اعمال هاي برآورد بيز مبتني بر توزيعتوزيع نمايي را تحت تابع زيان درجه دوم به دست آوردند. يكي از روش

شد. گاهي اوقات وسيع بودن حوزه تغييرات  معرفي [5]بيز است كه توسط هان -Eابرپارامترهاي آن، روش  شرايطي خاص روي

بيز نقش مهمي در كاهش اين -Eشود كه روش برآورد پارامتر روي فضاي پارامتر، باعث افزايش خطاي برآوردگر پسين بيزي مي

) ١لي معكوس به دست آورده شده و سپس بر اساس آن و به كمك رابطه (بيز پارامتر توزيع راي-E در اين مقاله برآوردخطا دارد. 

  [6]ترير  توسط كه شود. توزيع رايلي معكوسبيز انقباضي ناميده ميE- برآورد انقباضي تعيين مي شود كه در اين مقاله برآورد



 

 
 ٤٧   

 

مربوط به طول عمر كاربرد دارد. در اين معرفي شد يكي از مهم ترين توزيع هايي است كه در نظريه قابليت اعتماد و آزمون هاي 

  شود.زير در نظر گرفته مي به صورت 𝜃با پارامتر  مقاله، تابع چگالي احتمال توزيع رايلي معكوس

𝑓(𝑥, 𝜃) =
2𝜃

𝑥ଷ
𝑒

ି
ఏ

௫మ, 𝑥 > 0, 𝜃 > 0                                    (2) 

,𝐿൫𝜃زيان تابع  𝜃෠൯ ∝ ቀ
ఏ෡

ఏ
ቁ

௣

− 𝑝ln ቀ
ఏ෡

ఏ
ቁ − 1, 𝑝 ≠ تابع زيان آنتروپي عمومي نام دارد، توسط كالابريا و پولسيني كه  0

𝜃෠஻تحت اين تابع زيان به صورت  𝜃 معرفي شد و برآورد بيز [7] = [𝐸(𝜃ି௣|𝑑𝑎𝑡𝑎)]
ି

భ

೛ .ارائه شد  

  برآورد انقباضي -٢

  شود.بيز پارامتر توزيع رايلي معكوس به دست آورده مي-Eو سپس برآورد ) تعريف [5]بيز (هان -Eدر اين بخش ابتدا برآورد 

گاه برآورد باشند، آن  𝜃෠஻(𝑏)نيز  𝑏و برآورد بيز  𝑏توزيع پيشين  𝜋(𝑏)و  𝜃ابر پارامتر در توزيع پيشين  𝑏فرض كنيد : ١تعريف 

E- بيز𝜃  كه با نماد𝜃෠ா஻ شود از رابطه نشان داده مي𝜃෠ா஻ = 𝐸ൣ𝜃෠஻(𝑏)൧ = ∫ 𝜃෠஻(𝑏) 𝜋(𝑏)𝑑𝑏  آيد.دست ميبه  

  داراي توزيع پيشين به صورت  𝜃) و ٢يك نمونه تصادفي از توزيع با تابع چگالي احتمال ( 𝑋௡و ... و  𝑋ଵفرض كنيد 

𝜋(𝜃|𝑎, 𝑏) =
𝑏௔

Γ(𝑎)
𝜃௔ିଵ𝑒ି௕ , 𝜃 > 0, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0             (3) 

,𝜋(𝜃|𝑎شوند كه طوري در نظر گرفته مي 𝑏و  𝑎، [5]وش هان ، با توجه به ر𝜃بيز -Eباشند براي محاسبه برآورد  𝑏)  نسبت به

𝜃  كاهشي باشد. پس با توجه به رابطهௗగ൫𝜃ห𝑎, 𝑏൯

ௗఏ
=

௕ೌఏೌషమ௘ష್ഇ

୻(௔)
((𝑎 − 1) − 𝑏𝜃)  يد با𝑏 > 0و  0 < 𝑎 ≤ برگر  باشند. 1

بايد از بالا كراندار بوده و به  𝑏شود. بنابر اين ابر پارامتر مي 𝜃باعث كاهش كارايي برآورد بيز  𝑏نشان داد كه بزرگ بودن  [8]

0صورت  < 𝑏 < 𝑐  كه𝑐 ترين توزيع پيشين نشان داد كه مناسب [9]شود. هان عددي ثابت است، در نظر گرفته مي𝑏 توزيع ،

,0)، توزيع يكنواخت در بازه 𝜋(𝑏)يعني  𝑏اين در اين مقاله توزيع پيشين  يكنواخت است. بنابر 𝑐) شود. در نظر گرفته مي

0همچنين با توجه به شرط  < 𝑎 ≤ 1 ،𝑎 = 𝜋(𝜃|𝑏)) به ٣شود كه در اين صورت توزيع پيشين در رابطه (فرض مي 1 =

𝑏𝑒ି௕ఏ, 𝜃 > 0, 𝑏 >   و تابع درستنمايي 𝜋(𝜃|𝑏)شود. بنابر اين به كمك تبديل مي 0

𝐿(𝜃) = (2𝜃)௡ ൭ෑ
1

𝑥௜
ଷ

௡

௜ୀଵ

൱ 𝑒
ିఏ ∑

ଵ

௫೔
మ

೙
೔సభ

 

𝑌و با فرض  = ∑
ଵ

௑೔
మ

௡
௜ୀଵ ، توزيع پسين𝜃  توزيع گاما با پارامترهاي𝛼 = 𝑛 + 𝛽و  1 = 𝑏 + 𝑦 آيد. در نتيجه به دست مي

  آيد.ه صورت زير به دست ميتحت تابع زيان آنتروپي عمومي ب 𝜃برآورد بيز 

𝜃෠஻(𝑏) = ቆ
Γ(𝑛 + 1 − 𝑝)

Γ(𝑛 + 1)
ቇ

ି
ଵ
௣ 1

𝑏 + 𝑌
                (4) 

  كه تابع ريسك آن به صورت 



 

 
 ٤٨   

 

𝑅ఏ෡ಳ(௕)(𝜃) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑛

Γ(𝑛 + 1 − 𝑝)(𝑏𝜃)௣
෍

(𝑝)௝Γ(𝑛 + 𝑗)

(𝑏𝜃)௝

ஶ

௝ୀ଴

+ 𝑝𝐼 − 1, 𝑏 > 𝑌

𝑛

Γ(𝑛 + 1 − 𝑝)(𝜃)ଶ௣
෍(𝑝)௝Γ(𝑛 + 𝑝 − 𝑗)(𝑏𝜃)௝

ஶ

௝ୀ଴

+ 𝑃𝐼 − 1, 𝑏 < 𝑌

 

  شود كه در آن محاسبه مي

𝐼 = ቆ
Γ(𝑛 + 1 − 𝑝)

Γ(𝑛 + 1)
ቇ

ି
ଵ
௣ 𝜃௡

Γ(𝑛)
න ൬

𝑏 + 𝑦

𝜃
൰ 𝑦௡ିଵ𝑒ିఏ௬𝑑𝑦

ஶ

଴

, 

(𝑝)௝ =
(−1)௝𝑝(𝑝 + 1) … (𝑝 + 𝑗 − 1)

𝑗!
 

  آيد.به صورت زير به دست مي 𝜃بيز -E)، برآورد ٤( و رابطه ١هستند. با استفاده از تعريف 

𝜃෠ா஻ =
1

𝑐
ቆ

Γ(𝑛 + 1 − 𝑝)

Γ(𝑛 + 1)
ቇ

ି
ଵ
௣

න
𝑑𝑏

𝑏 + 𝑦

௖

଴

=
1

𝑐
ቆ

Γ(𝑛 + 1 − 𝑝)

Γ(𝑛 + 1)
ቇ

ି
ଵ
௣

ln ൬
𝑐 + 𝑌

𝑌
൰        (5) 

  شود.سبه ميبه صورت زير محا 𝜃بيز انقباضي پارامتر -E) برآورد ٥) و (١به كمك روابط (

𝑇 = 𝑘𝜃෠ா஻ + (1 − 𝑘)𝜃଴ =
𝑘

𝑐
ቆ

Γ(𝑛 + 1 − 𝑝)

Γ(𝑛 + 1)
ቇ

ି
ଵ
௣

ln ൬
𝑐 + 𝑌

𝑌
൰ + (1 − 𝑘)𝜃଴       (6) 

𝑉به كمك تابع چگالي  = ln ቀ
௖ା௒

௒
ቁ )𝑔௏(𝑣)( تابع ريسك𝑇 :عبارت است از  

𝑅்(𝜃) =
1

𝜃௣
න [𝑚𝑘ln(1 + 𝑣) + (1 − 𝑘)𝜃଴]௣𝑔௏(𝑣)𝑑𝑣

ஶ

଴

− 𝑝 න ln[𝑚𝑘ln(1 + 𝑣) + (1 − 𝑘)𝜃଴] 𝑔௏(𝑣)𝑑𝑣

ஶ

଴

+ 𝑝ln𝜃 − 1 

𝑚كه در آن  =
ଵ

௖
ቀ

୻(௡ାଵି௣)

୻(௡ାଵ)
ቁ

ି
భ

೛  است. اكنون𝑘 شود كه طوري تعيين مي𝑅்(𝜃)  مينيمم شود. بنابر اين با فرض𝛿 =

𝜃 − 𝜃଴ ،𝑘∗ =
ఋ

௠୪୬(ଵା௩)ିఏబ
ln(1تحت شرط   + 𝑣) >

ఏబ

௠
) ٦در رابطه ( 𝑘به جاي  ∗𝑘با چايگذاري . شودتعيين مي 

∗𝜃 ،𝑇پارامتر  UMVUآيد. از طرفي برآورد به دست مي 𝜃بيز انقباضي -Eبرآورد  =
௡ିଵ

௒
نيز به  ∗𝑇شود. تابع ريسك مي 

𝑅்∗(𝜃)صورت  =
(௡ିଵ)೛୻(௡ି௣)

୻(௡)
+ 𝑝Ψ(𝑛) + 𝑝𝑙𝑛 ቀ

ఏ

௡ିଵ
ቁ − .)Ψكه آيد كه در آن به دست مي 1 گاما نام تابع دي (

  دارد.

 هاتحليل داده -٣

,𝑅𝐸(𝑇هاي واقعي به كمك معيار با استفاده از يك مجموعه داده ∗𝑇و  𝑇در اين بخش برآوردهاي  𝑇∗) =
𝑅𝑇∗(𝜃)

ோ೅(ఏ)
كه كارايي  

 [10]پروسچان هاي واقعي كه در شوند. در اين بخش از يك مجموعه دادهنام دارد با هم مقايسه مي ∗𝑇نسبت به  𝑇نسبي 

، ٣٢٦، ٣٨٦، ٥٢٠است كه عبارتند از:  ٧٢٠هاي خرابي سيستم تهويه هواي هواپيماي بوئينگ گزارش شده و مربوط به زمان

شود. استفاده مي ٢هاي برآورد اشاره شده در بخش اي تحليل روش. بر١٢و  ٢١، ٢٦، ٢٧، ٢٩، ٢٩، ٤٨، ٥٧، ٥٩، ٧٠، ١٧٤، ١٥٣



 

 
 ٤٩   

 

,𝑅𝐸(𝑇و  ∗𝑇 ،𝑇ها مقادير به كمك اين مجموعه داده 𝑇∗)  به ازاي𝛿 = 𝑐و  1,2,3 = 𝑝و  2,3 = به دست آورده  1.5,2−

𝑝شود كه در حالت نتيجه گرفته مي ١گزارش شده است. از جدول  ١اند كه در جدول شده < و در حالت  𝑇از  ∗𝑇ورد برآ 0

𝑝 >   كاراتر است. ∗𝑇از  𝑇برآورد  0
 

  هاي مربوط به خرابي سيستم تهويه هواي هواپيمابراي داده REو  *T ،Tمقادير . ١جدول 
           RE                          T                                                       T*                       𝜹                 c              𝒑  
٢١/٩٤٩                                       ٧٥/٨٨                ١              ٢         -٥/١                  

٩٠٤٢/٠   

                              ٢٧/٩٤٧                                      ٧٥/٨٨                ٢                  

٩٠٤٤/٠    

                        ٩٠٤٧/٠                   ٣٣/٩٤٥                                      ٧٥/٨٨                ٣  

         ٩٠٤٣/٠                   ٢٢/٩٤٩                                      ٧٥/٨٨                ١             ٣  

                        ٩٠٤٥/٠                   ٢٨/٩٤٧                                      ٧٥/٨٨                ٢  

                        ٩٠٤٦/٠                   ٣٤/٩٤٥                                      ٧٥/٨٨                ٣  

٢١/٩٤٩                                        ٧٥/٨٨                ١              ٢            ٢                  

٠٩٠٥/١  

                             ٢٥/٩٤٧                                       ٧٥/٨٨                ٢                  

٠٩٠٩/١  

                             ٣٠/٩٤٥                                      ٧٥/٨٨                ٣                   

٠٩١٣/١  

             ٢٢/٩٤٩                                       ٧٥/٨٨                ١              ٣                  

٠٩٠٦/١  

                            ٢٦/٩٤٧                                       ٧٥/٨٨                ٢                   

٠٩٠٨/١  

                            ٣٢/٩٤٥                                       ٧٥/٨٨                ٣                   

٠٩١٢/١  

 بندينتيجه و جمع -٤

پارامتر توزيع رايلي معكوس تحت تابع زيان آنتروپي عمومي به دست آورده شد و سپس بيز انقباضي -Eدر اين مقاله برآورد 

هاي واقعي با بهترين برآورد نااريب با كمترين واريانس بطور يكنواخت پارامتر توزيع رايلي معكوس به كمك يك مجموعه داده

𝑝ها بيانگر آن است كه در حالت مقايسه گرديد. نتايج تحليل داده < ورد نااريب با كمترين واريانس بطور يكنواخت و در برآ 0

𝑝حالت  > 𝑝بيز انقباضي كاراتر است. همچنين در هر دو حالت -Eبرآورد  0 < 𝑝و  0 > در صورت ثابت  𝛿با افزايش  0

  يابد.بيز انقباضي افزايش مي-E، كارايي برآوردگر 𝛿در صورت ثابت ماندن  𝑐و با افزايش  𝑐ماندن 



 

 
 ٥٠   
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  چكيده

 يهابر اساس مؤلفه رانيا ياسلام يجمهور ينظام آموزش ازدهمي هيپا ٢هندسه  يكتاب درس يمحتوا ليتحل يپژوهش با هدف اصل نيا
 زانيم يابيمنظور ارزبه ليتحل ني) انجام شد. ايذهن يابتكار و آزاد ،يريپذانعطاف ال،يكر س(تف لفورديگ يساخت عقلان هينظر ياساس

كتاب  يمحتوا ت،يرشد خلاق زانيم قيجهت سنجش دق .رفتيآموزان صورت پذكتاب در توسعه تفكر واگرا (خلاقانه) در دانش يانمندتو
و مسائل) مورد  هاني(شامل تمر يعمل يهاتيشامل نمودارها و اشكال)، و فعال( يري)، تصوميو مفاه في(شامل تعار يمتن يدر سه حوزه اصل

 شدند. لياستخراج و تحل لفورديبرگرفته از مدل گ ياختصاص يهاشاخصها با استفاده از قرار گرفت. داده يكم ليو تحل هيو تجز يكدگذار
 از ٪٢٧، تنها يرا در سهم تفكر واگرا نشان داد. در بخش متن يوجهسه فصل كتاب، شكاف قابل ت ليو تحل هيحاصل از تجز جي: نتاهاافتهي

. در دحل مشخص) متمركز بوراه كي بر تمركز( همگرا تفكر بر كاملاً  آن ٪٧٣كه  يتفكر واگرا اختصاص داشت، در حال جتروي به محتوا
) ٪٢٠(تنها  يكم يهاهمگرا داشتند و فرصت تيهما هاتفعالي ٪٦٥مشاهده شد؛  دتريعدم توازن شد ني، اهانيو تمر يعمل يهاتيفعال

 صرفاً  نمودارها ٪٥٠عمل كرد؛  فيضع تيخلاق كياز منظر تحر زين يري. بخش تصوشديمتعدد فراهم م يهاتفكر واگرا و ارائه پاسخ براي
طور قاطع به هاافتهي: يريگجهينت .فتايباشند، اختصاص  ييخلاقانه فضا ريتفس ازمنديمحور كه نمسئله رتصاوي به ٪١٥بودند و تنها  يفيصتو

بر تفكر همگرا  يبه سمت آموزش مبتن يقو يشيدر حال حاضر گرا ازدهمي هيپا ٢هندسه  يكتاب درس يكه ساختار و محتوا دهندينشان م
آموزان قرار دانش ارياخت) را در يريپذابتكار و انعطاف ژهيو(به لفورديگ تيخلاق يديكل يهاپرورش مؤلفه يبرا يكاف يهادارد و فرصت

منظور ارتقاء تفكر خلاق، به يهاكتاب را بر اساس چارچوب ييو محتوا يآموزش يدر طراح يجد يامر ضرورت بازنگر ني. ادهدينم
  .كنديم دييآموزان در حوزه هندسه، تأو نوآورانه دانش يليتحل يهامهارت

   .٢، هندسه محتوا ليتحل ،و همگرا تفكر واگرا ،لفورديگ تيخلاق ي:ديكلمات كل

  مقدمه -١

هاي بنيادين، نقشي حياتي در فرآيند اي روبروست، خلاقيت به عنوان يكي از مهارتهاي فزايندهدر دنياي امروز كه با پيچيدگي
تواند ابزاري قدرتمند براي توانمندسازي ). به ويژه در درس هندسه، اين مهارت مي).٢٠١٨كافمن، كند(آموزش ايفا مي

هاي آموزشي اغلب فرصت كافي براي پرورش اين استعداد را فراهم آموزان در مواجهه با مسائل نوين باشد. با اين حال، نظامنشدا
شود، هاي سنتي و قالبي، مانعي بر سر راه تقويت تفكر واگرا و خلاقانه، كه اساس پيشرفت علمي محسوب ميآورند و روشنمي

). اين در حالي است كه رياضيات و به طور خاص هندسه، به دليل ماهيت ١٤٠٣سعادتمند،  كنند (نجفي مرغملكي وايجاد مي
هايي چون مدل گيلفورد، تفكر واگرا تحليلي و ساختارمند خود، ظرفيت بالايي براي پرورش خلاقيت دارند، به طوري كه چارچوب

؛ ١٤٠٣كند (خارستاني و خادمي، هاي بهينه معرفي ميحلرا به عنوان مولفه اصلي خلاقيت در كنار تفكر همگرا براي يافتن راه
ها از طريق محتواي كتب درسي، ). بررسي چگونگي تقويت اين مولفه١٤٠٣زاده درزي، ؛ يوسف١٣٩٩شيرواني شيري و همكاران، 

ي دوم دبستان هاي مختلف، امري ضروري است. در اين راستا، تحليل محتواي كتاب رياضمانند كتب رياضي و هندسه در پايه



 

 
 ٥٢   

 

)، و بررسي ميزان ١٣٩٩)، تحليل محتواي كتاب رياضي پنجم دبستان (شيرواني شيري و همكاران، ١٤٠٣(خارستاني و خادمي، 
اند. همچنين، تحليل )، همگي به ارزيابي اين كتب پرداخته١٤٠٣زاده درزي، پايه دوازدهم (يوسف ٣تأثير محتواي كتاب هندسه 

)، تحليل محتواي كتاب جديدالتأليف رياضي نهم دوره ١٤٠١دهم با روش ويليام رومي (بابلي و بهمئي، محتواي كتاب هندسه ياز
پايه دهم براساس  ١)، و تحليل محتواي كتاب هندسه ١٣٩٥محور (پورحسن و شيخي، هاي فعالاول متوسطه با تمركز بر مؤلفه

هاي موجود در كتب درسي براي در جهت شناسايي پتانسيل)، گامي ١٣٩٩روش ويليام رومي (عظيم پور، واحدي و منصوري، 
شوند. در كنار اين، توجه به عوامل تأثيرگذار ديگر مانند نقش معلم در ايجاد خلاقيت و تأثير آن بر پرورش خلاقيت محسوب مي

محور بر خلاقيت )، بررسي تأثير به كارگيري برنامه درسي لگو١٤٠٢آموزان (شريفي، شيخ احمدي و رستمي، پيشرفت دانش
)، و بررسي تأثير آموزش مبتني بر طرح ١٤٠٣آموزان در مفاهيم رياضي دوره اول ابتدايي (نجفي مرغملكي و سعادتمند، دانش
هاي صورت گرفته دهنده تلاش)، نشان١٤٠٤ي دهم (يوسفي، ريحاني و بهزادي، آموزان پايهي بازپاسخ، بر خلاقيت دانشمسأله

يابد؛ بررسي فرهنگ مدرسه تر تربيت نيز در اين ميان اهميت ميويكردهاي نوين آموزشي است. ابعاد گستردهبراي به كارگيري ر
دهنده تأثير محيط آموزشي بر شكوفايي خلاقيت است. )، نشان١٤٠١آموزان (حسني ديزجي، با نحوه و ميزان خلاقيت دانش
هاي سرمايه فرهنگي اول متوسطه برحسب ميزان توجه به مؤلفههاي تفكر و سبك زندگي دوره همچنين، تحليل محتواي كتاب

تر تربيت خلاق در ابعاد فرهنگي و اجتماعي است. در اين )، گامي در جهت فهم جامع١٣٩٦آبادي و پيري، ليلسبحاني(حرفتي
دهد كه نگرش و فرهنگ )، نشان مي١٤٠٤ميان، رابطه خلاقيت مديران و توسعه سازماني در مدارس ابتدايي (احمدي و جهاني، 

تواند به پيشبرد اهداف آموزشي و تربيتي ياري رساند. در نهايت، خلاقيت به عنوان گامي مهم خلاقانه در سطوح مديريتي نيز مي
كافمن،  كند.تر، نه تنها در آموزش، بلكه در تمامي ابعاد زندگي فردي و اجتماعي نقشي كليدي ايفا مياي روشنبه سوي آينده

 تواننديشده است كه م يطراح ييهاتيشده، با فعال نيتدو يمل يبرنامه درس يكه در راستا ازدهمي هيپا ٢هندسه  كتاب ).٢٠١٨
 ليتحل ازمندين تيتوجه كتاب به خلاق زانيم قيدق يابيحال، ارز نيكنند. با ا تيآموزان را تقوو خلاق دانش گرانهليتفكر تحل

پرداخت آن به تفكر واگرا و همگرا را  زانيكتاب، م نيا يمحتوا ليحاضر با تحل وهشپژ است. لفورديمحتوا بر اساس مدل گ
تفكر خلاق  تيمحتوا با هدف تقو يبهبود طراح يبرا يشنهاداتيپ تيو در نها كنديم ييكرده، نقاط قوت و ضعف را شناسا يبررس

  .دهديارائه م يحل مسائل هندس ييو توانا
  

  
  

    روش تحقيق. ٢
(تفكر واگرا،  لفورديگ تيخلاق يهابه شاخص ازدهمي هيپا "٢هندسه " يتوجه كتاب درس زانيم يابيش با هدف ارزپژوه نيا

كمك  يبه طراحان كتاب درس قيتحق نيا يهاافتهي. پردازديآن م يمحتوا لي)، به تحليذهن يو آزاد يريپذهمگرا، انعطاف
 نيپژوهش به ا نيراستا، ا نيكنند؛ در هم قيتفكر خلاق و حل مسئله تشورا به  نآموزاخواهد كرد تا با بهبود محتوا، دانش

 يهاحلراه افتنيآموزان را به كرده، دانش كيكتاب مذكور، تفكر واگرا و خلاقانه را تحر يمحتوا ايكه آ دهديها پاسخ مپرسش
  .ريخ اي دهديو خلاقانه سوق م يمنطق يهامسائل و استفاده از استدلال ليها را به تحلنموده و آن بيمتعدد و خلاقانه ترغ

 

  :روش تحليل ١,٢ 
پايه يازدهم ” ٢هندسه “گيري از شاخص خلاقيت گيلفورد براي بررسي كتاب درسي اين پژوهش از روش تحليل محتوا با بهره

ارزيابي كمك به تفكر  استفاده كرده است. واحدهاي تحليل شامل متن (جملات براي سنجش تفكر واگرا و همگرا)، تصاوير (براي
اند. براي اين منظور، سه هاي تفكري و خلاقانه) بودهها/مسائل (براي سنجش تقويت مهارتها/تمرينخلاق و فضايي) و فعاليت

صفحه ديگر  ٢٠صورت تصادفي براي كدگذاري جملات، تعدادي تصوير براي سنجش تأثير بر تفكر خلاقانه و فصل از كتاب به
  اند.هاي خلاقانه انتخاب و كدگذاري شدهليتبراي بررسي فعا
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  :هاتجزيه و تحليل داده ٢,٢
پذيري هاي خلاقيت گيلفورد (تفكر واگرا، همگرا، انعطافهاي كدگذاري كيفي و بر اساس شاخصها با استفاده از روشداده

ن تحريك تفكر خلاق و تفكر انتقادي اند. اين تحليل، محتواي كتاب درسي را از نظر ميزاذهني و آزادي ذهني) تحليل شده
  ارزيابي كرده است.

  

  

  هاافتهي -٣
 هاتيو فعال ريدر سه سطح متن، تصاو لفورديگ تيخلاق يهابر اساس شاخص ازدهمي هيپا ٢هندسه  يكتاب درس يمحتوا ليتحل

كتاب متفاوت  يها و اجزادر فصل تيخلاق يهاتوجه به شاخص زانينشان داد كه م جيكتاب انجام گرفت. نتا يو در سه فصل اصل
  بر تفكر واگرا و خلاقانه است. ييهمگرا و الگو كرديرو يلبهدهنده غنشان يكل ياست و الگو

    :. پاسخ به سؤال اول پژوهش١
  كند؟ كيآموزان را تحرشده است كه تفكر واگرا و خلاقانه دانش يطراح يبه نحو ازدهمي هيپا ٢كتاب هندسه  يمحتوا ايآ

. شوديتفكر واگرا منجر م كيها و روابط موجود در كتاب به تحرمثال حات،ياز توض يمتن كتاب نشان داد كه فقط بخش ليتحل
 از ٪٢٧. در حدود گردديم يذهن ياند، كه باعث محدود شدن آزادگام و با پاسخ مشخص ارائه شدهبهاكثراً مطالب به صورت گام

متفاوت سوق دهند؛ اما  يهاحلراه يجستجو ايآموز را به تفكر خلاق دانش توانستنديكه م ندبود يشامل جملات متني جملات
  داشتند. يو پاسخ قطع ياستنتاج منطق م،يمستق آموزش بر تمركز ٪٧٣
  

  پايه يازدهم ٢هاي تفكر در محتواي متني كتاب هندسه . توزيع شاخص١جدول 
 

 درصد فراواني تعداد واحدهاي كدگذاري شده نوع تفكر در متن كتاب

 ٪٢٧ 65 تفكر واگرا (باز، خلاقانه)

 ٪٧٣ 175 تفكر همگرا (الگويي، منطقي)

 ٪١٠٠ 240 جمع كل
  

 ييمحتوا يبازنگر ازمندياما در سطح محدود و ن ؛كتاب حضور دارد يكه تفكر واگرا در بخش متن دهديالگو نشان م ني: اجهينت
  .ابدي شيلاقانه افزاحل مسئله خ يهاتياست تا سؤالات باز و موقع

  :. پاسخ به سؤال دوم پژوهش٢

مسائل  يحل مختلف و خلاقانه براراه نيآموزان بخواهند چنداند كه از دانششده ميتنظ ياو مسائل كتاب به گونه هانيتمر ايآ  
  كنند؟ دايپ يهندس

هاي خلاقانه را تشويق فعاليت) پاسخ ٨٠(از  هافعاليت %٢٠دهد كه تنها پايه يازدهم نشان مي” ٢هندسه “تحليل محتواي كتاب 
  ها بر تثبيت دانش هندسي تمركز دارند تا برانگيختن خلاقيت.كنند. بيشتر تمرينمي

  

 

 ٢هاي كتاب هندسه ها و فعاليتهاي خلاقيت در تمرين. ميزان توجه به شاخص٢جدول 

 درصد فراواني تعداد مشاهده هاشاخص خلاقيت در فعاليت

 ٪٢٠ 16 گرا (چند پاسخ ممكن)تفكر وا

 ٪٦٥ 52 تفكر همگرا (پاسخ واحد)

 ٪١٠ 8 پذيري ذهني (جابجايي در مسئله)انعطاف

 ٪٥ 4 حل خاص)آزادي ذهني (طراحي راه

 ٪١٠٠ 80 جمع كل
  

  

  :جهينت
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كنند. واگرا را تشويق مي ها تفكرپنجم آن) پاسخ واحد دارند و تنها يك%٦٥( ٢هاي كتاب هندسه ، بيشتر تمرين٢بر اساس جدول 
محوري دهد تمركز كتاب بر تمرين) نيز محدود هستند، كه نشان مي%٥) و آزادي ذهني (%١٠پذيري ذهني (هاي انعطافشاخص

 محوري.هاست تا خلاقيتو تثبيت آموخته
  

   :. پاسخ به سؤال سوم پژوهش٣
 يهامسائل و استفاده از استدلال ليآموزان را به تحلاست كه دانش يزشيفعال و انگ يبه اندازه كاف ازدهم،ي هيپا ٢كتاب هندسه  ايآ

  كند؟ قيخلاقانه تشو
 كيتحر تقابلي هاآن از ٪١٥ساده دارند و تنها  يآموزش يتيماه رتصاوي ٪٣٥و نمودارها مشخص شد كه حدود  ريتصاو يابيارز در

 نياند. همچنشده يو نه كاوش مسئله طراح ياضيروابط ر نييتب ياز نمودارها صرفاً برا ياريخلاقانه دارند. بس اي ييتفكر فضا
  است. نييخلاقانه نسبتاً پا يريرنگ و تنوع تصو ،يطراح ركتاب از نظ يكل يفضا

  
  
  

 از منظر خلاقيت و يادگيري فعال ٢. تحليل تصاوير و نمودارهاي كتاب هندسه ٣جدول 
  

تعداد  نوع عنصر تصويري.
 شدهبررسي

 لاقيتراستا با خهم

(%) 
 توضيح

تصاوير مفهومي (كمك به درك روابط 
 هندسي)

 بيشتر آموزشي و توضيحي ٪٣٥ 40

 كننده تفكر فضايي، محدودتحريك ٪١٥ 17 محور يا فضاييتصاوير مسئله

 تكراري و استاندارد ٪٥٠ 23 هاي توضيحينمودارها و شكل

كر رابطه خلاقيت بصري كم و محدود به ذ — 80 جمع كل عناصر تصويري
 هندسي

  

اند و فرصت بررسي عناصر بصري كتاب نشان داد كه حدود نيمي از نمودارها صرفاً براي نمايش روابط رياضي استفاده شده: جهينت
برانگيز دارند. نبود رنگ، تنوع تصويري محور و تفكري مسئلهاز تصاوير جنبه ٪١٥كنند. تنها زيادي براي تفكر خلاقانه ايجاد نمي

هاي فكري مرتبط با هندسه باعث شده كتاب از نظر بصري بيشتر به يادگيري مفهومي خطي تمايل داشته باشد تا ازيو ب
  در جدول زير است: هاافتهي يخلاصه كلآموز. برانگيختن تخيل فضايي دانش

  

 ٢هاي خلاقيت در كل كتاب هندسه . ميانگين درصد حضور شاخص٤جدول 
 وضعيت حضور در كل كتاب درصد شاخص خلاقيت گيلفورد

 كم، نيازمند تقويت ٪٢٥ تفكر واگرا

 غالب بر كل محتوا ٪٥٥ تفكر همگرا

 هامحدود به برخي فعاليت ٪١٢ پذيري ذهنيانعطاف

     بسيار اندك، كمتر مورد توجه ٪٨ آزادي ذهني

  

مند ارائه كرده، اما به خلاقيت و تفكر نظاممفاهيم را دقيق و  ٢دهد كه كتاب هندسه هاي خلاقيت نشان ميالگوي توزيع شاخص
تواند انگيزش و خلاقيت محور ميهاي گروهي و تصاوير مسئلهحل، فعاليتواگرا كمتر پرداخته است. افزودن تمرينات چندمسيره

هاي درسي ابهاي آتي كتها براي ايجاد تعادل ميان يادگيري منطقي و خلاقانه در ويرايشهندسي را افزايش دهد. اين يافته
 راهگشا خواهد بود.
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  بندينتيجه و جمع -٤

آموزان را دانش تيو الزامات پرورش خلاق ازدهمي هيپا ٢هندسه  يكتاب درس يكنون يمحتوا انيشكاف م يپژوهش به روشن نيا
تفكر واگرا، كه  كيرتح يبرا ي) در متن كتاب، بستر كاف%٧٣تفكر همگرا ( ينشان دادند كه با سلطه قو هالي. تحلسازديآشكار م

و  هاتي. فعالدهديسوق م شدهنييتع شياز پ يهاآموزان را به سمت پاسخامر دانش نياست، وجود ندارد و ا تيخلاق يلازمه
فراهم  عيبد يهاحلارائه راه يبرا يكم يها)، فرصت%٥( يذهن ي) و آزاد%١٠( يذهن يريپذانعطاف نييبا درصد پا زين هانيتمر

. سازنديپاسخ واحد هستند، محدود م كي يكمتر مسائل آن دارا كه يواقع يايآموز را در دندانش يحل مسئله ييو توانا كننديم
) %١٥( يريو تصو ييتفكر فضا يسازدر فعال ري) و نقش تصاو%٥٠دارند ( ينييكتاب عمدتاً نقش تب يعناصر بصر ن،يعلاوه بر ا

در  ٢هندسه  يدرس كتاب ،يبنداشكال است. در جمع يذهن يتجسم و دستكار زمندايكه هندسه ن ياست، در حال فيضع اريبس
 يهاعدم توازن، جنبه نيكه ا ت،يمتمركز است تا پرورش كامل خلاق هيپا يهادانش همگرا و مهارت تيبر تثب شتريب ،يقالب فعل

. اگرچه دقت و كندينم تيتقو يدرستند، بههست ياتيح ترشرفتهيدر علوم پ شرفتيپ يرا كه برا "ابتكار"و  "تياليس" ياتيح
 كيلذا كتاب مذكور  شود؛يم دهيمتفكران خلاق و نوآور به چالش كش ديكتاب در تول ييحفظ شده، اما كارا ميمفاه يصحت علم

 عيتوز در ياساس دنظريو تجد شوديمحسوب نم تيپرورش خلاق يبستر كامل برا كيابزار انتقال دانش نسبتاً كارآمد است، اما 
 ريآموزش و پرورش و تأث نياديبا اهداف سند تحول بن ييهمسو ير و مبتكرانه، برايپذواگرا، انعطاف يهابه نفع مؤلفه ييمحتوا

و  يعمل يشنهادهايمشروح در بالا، پ يهاافتهياساس  بر است. يدروس، ضرور يدر تمام يريادگيآموز به مثبت بر نگرش دانش
 هي. ته١:گردديآموزان ارائه مدانش تيخلاق يو ارتقا ٢كتاب هندسه  يهاليمؤثرتر از پتانس يردارببهره يبرا ريز يپژوهش
.  حداقل ٢ كوچك). يها(مانند مسائل باز و پروژه يريپذتفكر واگرا و انعطاف تيتقو يبرا "ياقاعدهبرون" ناتيبا تمر ييراهنما
 ينيگزي.  جا٣ كنند. قي) تشويذهن يروش حل منحصر به فرد (آزاد ايچند پاسخ  يآموز را به ارائهدانش ديبا هاتياز فعال %٤٠

 ياياز زوا ييفضا ميمفاه يو مشاهده يبعدسه يهايسازهيبه شب يدسترس يبرا QR يكدها اي ايپو ريثابت با تصاو ينمودارها
  .يجوابرتكيغ يهاتيفعال يابينفس در ارزشمعلمان جهت اعتمادبه يبرا يتخصص يهادوره ي.  برگزار٤ مختلف.

  مراجع -٥

)، ١(٢، يريادگيدر آموزش و  يشي. نواندييدر مدارس ابتدا يو توسعه سازمان رانيمد تيرابطه خلاق). ١٤٠٤ج. ( ،يم. و جهان ،ياحمد ]١[
١٢٤-١١٤.  

كنفرانس  ني. سومدوم دبستان ياضيركتاب  يدر محتوا لفورديگ تيخلاق هينظر يهابازتاب مولفه). ١٤٠٣ن. ( ،يا.ح. و خادم ،يخارستان ]٢[
  ٢١٢٦٣٥٢/https://civilica.com/doc، بندرعباس. يتيو ترب يتكامل يروانشناس يتازه ها يمل

. دانش آموزان شرفتيدر پ تيو نقش خلاق تيخلاق جاديمعلم در ا ريتاث). ١٤٠٢ش. ( ،يس.ع. و رستم ،ياحمد خيش.، ش ،يفيشر ]٣[
  fa/١٠٨٦١٠٤/SID. https://sid.ir/paper. رانيدر ا يو علوم انسان تيريمد يهاپژوهش يمل شيهما

 تيپنجم دبستان از منظر شاخص خلاق ياضيكتاب ر يمحتوا ليتحل). ١٣٩٩ن. ( ،يفرد، م.ر. و آزاد يع.، جمال ،يريش يروانيش ]٤[
  fa/٣٨٢٩١٩/SID. https://sid.ir/paper. ٦٧-٥٨)، ٢١(٦، هيدر آموزش علوم پا شيپو .لفورديگ

  .٢٢٧-٢١٦)، ٥٩(١٣. پژوهشنامه اورمزد، دانش آموزان تيخلاق زانيفرهنگ مدرسه با نحوه و م يبررس). ١٤٠١م. ( ،يزجيد يحسن ]٥[
 ياضير ميدانش آموزان در مفاه تيلگومحور بر خلاق يبرنامه درس يريبه كارگ ريتاث يبررس). ١٤٠٣ر. و سعادتمند، ز. ( ،يمرغملك ينجف ]٦[

  .٢٩-١٩)، ١(٣ها، فلسفه در مدارس و سازمان كرديرو دوم دبستان). هي(پا ييدادوره اول ابت
 يطهيدوم متوسطه بر اساس ح يدوازدهم) دوره  ي هي(پا ٣كتاب هندسه  يمحتوا ريتاث زانيم يبررس). ١٤٠٣ف. ( ،يزاده درزوسفي ]٧[

، تهران. هيو توسعه علوم پا ياضير ك،يزيف يالمللنيكنفرانس ب ني. هشتملفورديگ تيبلوم و شاخص خلاق يشناخت
https://civilica.com/doc/٢٠٩٣٦٠٩  
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 يهيآموزان پادانش ياضير تيبازپاسخ، بر خلاق يبر طرح مسأله يآموزش مبتن ريتاث). ١٤٠٤م.ح. ( ،يا. و بهزاد ،يحانيم.، ر ،يوسفي ]٨[

  .١٥٦-١٢١)، ١(١٥، يدر علوم انسان تي. ابتكار و خلاقدرخشان يدهم مدارس استعدادها
. مقاله ارائه شده در دومين كنفرانس تحليل محتواي كتاب هندسه يازدهم با روش ويليام رومي). ١٤٠١بابلي، ب.، بهمئي، ن. ( ]٩[

 https://civilica.com/doc/1515467:ز: هاي نوين. دريافت اها و دستاوردهاي نو در علوم، مهندسي و فناوريالمللي پژوهشبين

. مقاله محور كتاب جديدالتأليف رياضي نهم دوره اول متوسطه هاي فعالبررسي مؤلفه). ١٣٩٥پورحسن، ع. و شيوخي، ع. ( ]١٠[
 .ارائه شده در چهاردهمين كنفرانس آموزش رياضي ايران، بوشهر

هاي تفكر و سبك زندگي دوره اول متوسطه برحسب تحليل محتواي كتاب). ١٣٩٦يري، م. (آبادي، م. و پليلسبحانيحرفتي ]١١[
 .١٤٢-١١٧، ص. ٣١، شماره ١٢فرهنگي، سال . فصلنامه مطالعات ميانهاي سرمايه فرهنگيميزان توجه به مؤلفه

اساس  دهم رشته رياضي و فيزيك برپايه  ١تحليل محتواي كتاب هندسه ). ١٣٩٩عظيم پور، س.، واحدي، ح. و منصوري، س. ( ]١٢[
  .٤٧-٣٨)، ٢١(٦. پژوهش در آموزش علوم تجربي، روش ويليام رومي

  [13]Kaufman, J. (2018). Creativity as a stepping stone toward a brighter future. Journal of 
Intelligence, 6(2), 21. https://doi.org/10.3390/jintelligence6020021.    
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    ٢ر قادريبهسي، ١رسول رسولي
  rasuli@pnu.ac.ir؛ راني، تهران، ا١٩٣٩٦-٣٦٩٧ ينور، صندوق پست اميدانشگاه پ ،ياضيگروه ر يعلمئتيعضو ه ١

 rghaderi_s@pnu.ac.i؛ راني، تهران، ا١٩٣٩٦-٣٦٩٧ ينور، صندوق پست اميدانشگاه پ ،ياضيگروه ر يعلمئتيعضو ه ٢ 
  ر قادريبهيسنويسنده مسئول:  *                                                      

 

  چكيده

ها را كنيم خواص اساسي و بنيادي آننرم تعريف مي –𝑸هاي نرم را روي زيرگروه –𝑸هاي اين مقاله ما مفاهيم جديدي مانند انتقالدر 
نرم  –𝑸روه نرم همچنان يك زيرگ –𝑸هاي نرم از زيرگروه –𝑸كنيم هر انتقال بت ميثا كنيم.كنيم و قضاياي مهمي را ثابت ميمطرح مي

   .كنيم و نتايج مهم و كاربردي را ثابت خواهيم كردها بيان ميها و پادهمريختيها را تحت همريختياست. در نهايت خواص اصلي آن

 ؛نرم –𝑄هاي انتقال ؛نرم –𝑄هاي نرمال زيرگروه ؛نرم –𝑄هاي زيرگروه ؛هاگروه نظريه ؛نرم –𝑄هاي زيرمجموعه كلمات كليدي: 
   ها.ريختيهم

 مقدمه -١

تسو ودنرم براي اولين توسط مول هايباشد. مفهوم مجموعهمي ٢هاي فازيتعميمي از نظريه مجموعه ١هاي نرمنظريه مجموعه
  .]٢و  ٦و  ١٠و  ٢١[نرم مفاهيمي جديدي را عرضه كردند هاي بعد محققان زيادي روي مجموعه. ]١١[مطرح شد 

سپس هاي نرم را فازي كردند. را بيان كردند و مجموعه ٣هاي نرم فازي شهوديم مجموعهسگمان و كاراتس مفهو ٢٠١٣در سال 
ها هاي نرم روي حلقهمجموعه بعد از آن. ]١[ها را بيان كردند هاي نرم را تعريف كردند و خصوصيات آنآكتاس و سگمان گروه

. مؤلف اول اين مقاله در كارهاي قبلي ]٨[رم را بيان كردندهاي نحلقهو در ادامه فينگ و بقيه همكاران مفهوم نيم] ٣[بررسي شد
 –𝑄هاي مفهوم انتقال . در اين مقالهاستههاي نرم را در مفاهيم جبر كلاسيك مطرح كردخصوصيات مجموعه ]١٢ – ٢٠[خود 

  .مكنيميهاي كلاسيك بيان ها را با زيرگروهارتباط آن وكنيم را تعريف مي ٥نرم –𝑄هاي از زيرگروه ٤نرم

  پيش نيازها -٢

كنيم و براي بررسي و بيان جرئيات خوانندگان را به در اين قسمت تعاريف و قضايايي كه در اين مقاله لازم داريم را ذكر مي
يك مجموعه  Uيك مجموعه غيرتهي دلخواه و  𝑄در سراسر اين مقاله ]. ٤و  ٥و  ٩و  ١٣و  ١٤و  ١٨[دهيم منابع اصلي ارجاع مي

                                                           
1 Soft sets theory 
2 Fuzzy Sets theory 
3 Intuitionistic Fuzzy soft sets 
4 Q-Soft Translations 
5 Q-Soft Subgroups 
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  باشد.مي U از مجموعه مجموعه تواني P(U)و  ٢اي از پارامترهامجموعه Eو  ١كل اوليه

  تعريف -١.  ٢

:𝑓஺×ொباشد. تابع  Eزيرمجموعه  Aفرض كنيد  𝐸 × 𝑄 → 𝑃(𝑈)  را يك زيرمجموعه𝑄– روي  ٣نرمU گوييم بطوريكه مي
𝑥اگر  ∉ 𝐴  آنگاه𝑓஺×ொ(𝑥, 𝑞) =   را به صورت Uنرم روي  –𝑄 توانيم زيرمجموعهتوجه شود كه مي .∅

𝑓஺×ொ = ቄቀ(𝑥, 𝑞), 𝑓஺×ொ(𝑥, 𝑞)ቁ : (𝑥, 𝑞) ∈ 𝐸 × 𝑄 , 𝑓஺×ொ(𝑥, 𝑞) ∈ 𝑃(𝑈)ቅ 
اي به مجموعه دهيم و از اين به بعد اشارهمينشان  𝑄𝑆(𝑈)را با نماد  Uنرم روي  –𝑄هاي هيم. مجموعه تمامي مجموعهدنشان 

U .نخواهيم كرد  

  تعريف - ٢.  ٢

𝑓஻×ொ  و 𝑓஺×ொفرض كنيد ∈ 𝑄𝑆(𝑈)  .در اين صورت موارد زير برقرار است:  
,𝑥)الف) اگر براي هر  𝑞) ∈ 𝐸 × 𝑄  همواره𝑓஺×ொ(𝑥, 𝑞) = نرم تهي است و با نماد  –𝑄يك زيرمجموعه  𝑓஺×ொآنگاه  ، ∅

∅஺×ொ دهيم.نشان مي  
,𝑥)ب) اگر براي هر  𝑞) ∈ 𝐴 × 𝑄  همواره𝑓஺×ொ(𝑥, 𝑞) = 𝑈  آنگاه𝑓஺×ொ  را يك مجموعه نرم−𝐴 × 𝑄 گوييم و با جهاني مي

  دهيم.نشان مي 𝑓஺×෥ொنماد 
,𝑓஺×ொ(𝑥ج) اگر  𝑞) = 𝑈  براي هر(𝑥, 𝑞) ∈ 𝐸 × 𝑄 گوييم برقرار باشد آنگاه مي𝑓஺×ொ  يك مجموعه𝑄– ست و با ا جهانينرم

  دهيم.نشان مي 𝑓ா×෥ொنماد 
𝐼𝑚(𝑓஺×ொ)را به صورت  𝑓஺×ொوير مجموعه د) تص = ൛𝑓஺×ொ(𝑥, 𝑞): (𝑥, 𝑞) ∈ 𝐴 × 𝑄ൟ دهيم.نشان مي  

,𝑥)ت) اگر براي هر 𝑞) ∈ 𝐸 × 𝑄  همواره𝑓஺×ொ(𝑥, 𝑞) ⊆ 𝑓஻×ொ(𝑥, 𝑞) گاه ، آنبرقرار باشد 𝑓஺×ொ  يك زيرمجموعه𝑄–  نرم از
𝑓஻×ொ  است و با نماد𝑓஺×ொ  ⊆෥  𝑓஻×ொ دهيم.نشان مي  

𝑓஺×ொگوييم ح) مي = 𝑓஻×ொ  اگر براي هر(𝑥, 𝑞) ∈ 𝐸 × 𝑄  همواره𝑓஺×ொ(𝑥, 𝑞) = 𝑓஻×ொ(𝑥, 𝑞) .برقرار باشد  
𝑓஺×ொرا با نماد  𝑓஻×ொو   𝑓஺×ொخ) اجتماع   ∪෥  𝑓஻×ொ براي هر و  داده شانن(𝑥, 𝑞) ∈ 𝐸 × 𝑄 كنيمتعريف مي زير به صورت:  

(𝑓஺×ொ  ∪෥  𝑓஻×ொ)(𝑥, 𝑞) = 𝑓஺×ொ(𝑥, 𝑞) ∪ 𝑓஻×ொ(𝑥, 𝑞) 
𝑓஺×ொرا با نماد  𝑓஻×ொو   𝑓஺×ொم) اشتراك   ∩෥  𝑓஻×ொ داده و براي هر  شانن(𝑥, 𝑞) ∈ 𝐸 × 𝑄 كنيمميزير تعريف  به صورت:  

(𝑓஺×ொ  ∩෥  𝑓஻×ொ)(𝑥, 𝑞) = 𝑓஺×ொ(𝑥, 𝑞) ∩ 𝑓஻×ொ(𝑥, 𝑞) 

 تعريف -٣.  ٢

:𝜑فرض كنيد  𝐴 → 𝐵 يك تابع باشد و  𝑓஺×ொ و 𝑓஻×ொ ∈ 𝑄𝑆(𝑈). از  ٤تصوير نرم𝑓஺×ொ  تحت𝜑 را به صورت  

          𝜑൫𝑓஺×ொ൯(𝑦, 𝑞) = ൝
𝑈൛𝑓஺×ொ(𝑥, 𝑞): (𝑥, 𝑞) ∈ 𝐴 × 𝑄, 𝜑(𝑥) = 𝑦ൟ        اگر      𝜑ିଵ(𝑦) ≠ ∅

𝜑ିଵ(𝑦)    اگر        ∅ ≠ ∅                                                                     
  

,𝜑ିଵ൫𝑓஻×ொ൯(𝑥را به صورت  𝑓஻×ொاز  ٥نرم تصوير پيشو  𝑞) = 𝑓஻×ொ(𝜑(𝑥), 𝑞) كنيم.تعريف مي  

                                                           
1 Initial Universe set 
2 Parameters 
3 Q-Soft Subset 
4 Soft image 
5 Soft pre image 
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  فيتعر -٤.  ٢

:𝑓وه باشند و دو گر Hو  Gفرض كنيد     𝐺 → 𝐻  .يك تابع باشدf است اگر  ١يك همريختي𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) و f  
𝑓(𝑥𝑦)است اگر ٢يك پادهمريختي = 𝑓(𝑦)𝑓(𝑥)  كه در آن𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺.  

  فيتعر - ٥.  ٢

𝑥𝑦ିଵ  است اگر و فقط اگر Gزيرگروه  Hباشد. در اين صورت  Gغيرتهي از  زيرمجموعه Hيك گروه و  Gفرض كنيد  ∈ 𝐻 
,𝑥براي هر  𝑦 ∈ 𝐻.  

  فيتعر -٦.  ٢

𝑓يك گروه و  Gفرض كنيد  ×ொ ∈ 𝑄𝑆(𝑈). گوييم مي𝑓 ×ொ  يك زيرگروه𝑄– روي  ٣نرمU  است اگر شرايط
𝑓 ×ொ(𝑥𝑦, 𝑞) ⊇ 𝑓 ×ொ(𝑥, 𝑞) ∩ 𝑓 ×ொ(𝑦, 𝑞)  و𝑓 ×ொ(𝑥ିଵ, 𝑞) ⊇ 𝑓 ×ொ(𝑥, 𝑞)  براي هر𝑞 ∈ 𝑄 و   𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺  برقرار

 𝑆ீ×ொ(𝑈)را با نماد  Gنرم از گروه  –𝑄هاي است. مجموعه تمامي زيرگروه Gعضو خنثي گروه  𝑒ீباشد. در سراسر اين مقاله 
  دهيم.نشان مي

  قضيه -٧.  ٢

𝑓 ×ொ ∈ 𝑆ீ×ொ(𝑈)  اگر و فقط اگر𝑓 ×ொ(𝑥𝑦ିଵ, 𝑞) ⊇ 𝑓 ×ொ(𝑥, 𝑞) ∩ 𝑓 ×ொ(𝑦, 𝑞) ر براي ه𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺  و هر𝑞 ∈ 𝑄.  

  تعريف - ٨.  ٢

𝑓فرض كنيد    ×ொ ∈ 𝑆ீ×ொ(𝑈) گوييم در اين صورت مي𝑓 ×ொ  يك زيرگروه نرمال𝑄– از گروه  ٤نرمG  است اگر
𝑓 ×ொ(𝑥𝑦, 𝑞) = 𝑓 ×ொ(𝑦𝑥, 𝑞)  بطوريكه𝑞 ∈ 𝑄 و  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. هاي نرمالمجموعه تمامي زيرگروه 𝑄–  نرم از گروهG  را با

  دهيم.نشان مي 𝑁𝑆ீ×ொ(𝑈)نماد 

  مثال - ٩.  ٢

𝑈فرض كنيد   = {𝑈ଵ, 𝑈ଶ, 𝑈ଷ}  و(ℝ , :𝑓ℝ×ொيك گروه جمعي باشد. اگر  (+ ℝ × 𝑄 → 𝑃(𝑈)  را به صورت  

𝑓ℝ×ொ(𝑥, 𝑞) = ൝
{𝑈ଵ, 𝑈ଶ} اگر  𝑥 ∈ ℝஹ଴

 { 𝑈ଷ} اگر  𝑥 ∈ ℝழ଴  
𝑓ℝ×ொتعريف كنيم، در اين صورت  ∈ 𝑁𝑆ℝ×ொ(𝑈).  

  نتايج اصلي -٣

  كنيم.در اين بخش نتايج اصلي مقاله را ذكر مي

                                                           
1 Homomorphism 
2 Anti Homomorphism 
3 Q-Soft Subgroup 
4 Q-Soft normal subgroup 
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  تعريف -١.  ٣

𝛼فرض كنيد  ∈ 𝑃(𝑈), 𝑓 ×ொ ∈ 𝑄𝑆(𝑈). گوييم در اين صورت مي𝑇 = 𝑇ఈ

௙ಸ×ೂ: 𝐺 × 𝑄 → 𝑃(𝑈) يك انتقال 𝑄–  نرم
𝑓از  ×ொ  است اگر شرط𝑇(𝑥, 𝑞) = 𝑓 ×ொ(𝑥, 𝑞) ∪ 𝛼  براي هر𝛼 ∈ 𝑃(𝑈)و 𝑞 ∈ 𝑄, ، 𝑥 ∈ 𝐺 .برقرار باشد  

  قضيه -٢.  ٣

𝑓نرم  –𝑄نرم از يك زيرگروه  –𝑄يك انتقال  Tفرض كنيد  ×ொ  از گروهG باشد. در اين صورت  𝑇(𝑥ିଵ, 𝑞) = 𝑇(𝑥, 𝑞)  
𝑇(𝑒, 𝑞) ⊇ 𝑇(𝑥, 𝑞)براي هر ،  و𝑞 ∈ 𝑄و 𝑥 ∈ 𝐺 باشند.برقرار مي  

  قضيه -٣.  ٣

𝑓نرم  –𝑄نرم از يك زيرگروه  –𝑄يك انتقال  Tفرض كنيد  ×ொ  از گروهG  باشد. اگر𝑇(𝑥𝑦ିଵ, 𝑞) = 𝑇(𝑒, 𝑞) آنگاه  
 𝑇(𝑥, 𝑞) = 𝑇(𝑦, 𝑞)  براي هر𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 و𝑞 ∈ 𝑄 باشد.برقرار مي  

  قضيه  -٤.  ٣

  خواهد بود.  G نرم از –𝑄يك زيرگروه  Tباشد. در اين صورت  Gنرم گروه  –𝑄نرم از زيرگروه  –𝑄يك انتقال  Tفرض كنيد 

  قضيه  -٥.  ٣

𝑓نرم،  –𝑄نرم از زير گروه  –𝑄يك انتقال  Tفرض كنيد  ×ொ  از گروهG باشد. در اين صورت 𝐻  يك زير گروهG .خواهد بود  
𝐻 = {𝑥 ∈ 𝐺: 𝑇(𝑥, 𝑞) = 𝑇(𝑒, 𝑞)} 

  قضيه  -٦.  ٣

𝑓نرم   –𝑄نرم از زيرگروه  –𝑄يك انتقال  Tفرض كنيد  ×ொ  از گروهG  باشد و𝑇(𝑥𝑦ିଵ, 𝑞) = 𝑀∗ بطوريكه  
 𝛼 ⊂ 𝑀∗و  𝛼 ∈ 𝑃(𝑈) در اين صورت .𝑇(𝑥, 𝑞) = 𝑇(𝑦, 𝑞)  كه𝑞 ∈ 𝑄 و  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺.  

  قضيه -٧.  ٣

:𝜑فرض كنيد  𝐺 → 𝐻 هاي يك همريختي بين گروهG  وH .فرض كنيد  باشد𝑓 ×ொ ∈ 𝑆ீ×ொ(𝑈)  و𝑔ு×ொ ∈ 𝑆ு×ொ(𝑈) .
  در اين صورت داريم: 

𝑓نرم از  –𝑄يك انتقال  Tر الف) اگ ×ொ  باشد و𝜑  پوشا باشد آنگاه𝜑(𝑇) ∈ 𝑆ு×ொ(𝑈).  
𝜑ିଵ(𝑇)باشد آنگاه  𝑔ு×ொنرم از  –𝑄يك انتقال  Tب) اگر  ∈ 𝑆ீ×ொ(𝑈). 

  قضيه -٨.  ٣

:𝜑فرض كنيد   𝐺 → 𝐻 هاي يك همريختي بين گروهG  وH  ،باشد𝑓 ×ொ ∈ 𝑁𝑆ீ×ொ(𝑈)  و𝑔ு×ொ ∈ 𝑁𝑆ு×ொ(𝑈).  
𝑓نرم از  –𝑄يك انتقال  Tالف) اگر  ×ொ  باشد و𝜑  پوشا باشد آنگاه𝜑(𝑇) ∈ 𝑁𝑆ு×ொ(𝑈).  
𝜑ିଵ(𝑇)باشد آنگاه  𝑓ு×ொنرم از  –𝑄يك انتقال  Tب) اگر  ∈ 𝑁𝑆ீ×ொ(𝑈).  
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  نتيجه -٩.  ٣

  هستند.هم صادق  𝜑در مورد پادهمريختي  ٣.٩و ٣.٧قضاياي 

  گيري و مسأله بازنتيجه -٤

هاي كلاسيك ها را با زيرگروهنرم را تعريف كرديم خواص اصلي و ارتباط آن –𝑄هاي نرم از زيرگروه –𝑄هاي در اين مقاله انتقال 
G توانيم رد. ميها بحث كها (قضيه اول و دوم و سوم) را در مورد آنتوان قضاياي اصلي گروهبررسي كرديم. حال در ادامه راه مي

كنيم كه در ها را تعريف كنيم و در مورد متناهي بودن و قضاياي سيلو نتايج جديد و مهمي را به دست آوريم، بررسيمرتبه آن
توان ها چه ميتوانند باشند. در مورد حاصلضرب داخلي و خارجي آنها جابجايي و حتي غير جابجايي ميحالت كلي چه زماني آن

ها هم بحث كرد و تمامي موارد توان در مورد آنمطرح است مي Gهاي كلاسيك امي مواردي كه در مورد گروهگفت و خلاصه تم
  مندان باشد.تواند چندين مسأله باز براي علاقهفوق مي
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  ر قادريبهسينويسنده مسئول:  *      
 

  چكيده

كنيم خواص آنها را بيان و ثابت برداري فازي را مطرح ميدو ها) زيرفضاهاي برداري فازي و زيرفضاهاي نرم -tها (در اين مقاله به كمك نرم

كنيم. هاي متنوع از آنها را ذكر ميمثال كنيم. ا را اعمال ميدهيم. تبديلات خطي روي آنهكنيم. اشتراك و جمع آنها را مورد بررسي قرار ميمي

  در نهايت قضايا و نتايج مهمي را به دست خواهيم آورد.

  فازي.برداري دو رفضاهاي و زي فازيهايمجموعهه نظري نرم ها، ؛خطيتبديلات؛ برداريدو اهاي فض ؛فضاهاي برداري كلمات كليدي: 

 مقدمه -١

هاي فازي براي ]. نظريه مجموعه1) مطرح شد [Hamiltonبار مفهوم بردار و دوبرداري  توسط هاميلتون (ولينبراي ا ١٨٥٣در سال 

) Latticeيافته مفهوم اشتراك در شبكه () در واقع تعميمt-normsها (نرم -t]. 2مطرح گرديد[ ١٩٦٥) در سال Zadehبار توسط زاده (اولين

ريف جديدي از مفاهيم جبر كلاسيك را ارائه اها، تعطق هستند. مؤلف اول اين مقاله به كمك نرم) در منConjunctionو تركيب عطفي (

در اين مقاله ما سعي  ]. ٣-٢1اند و اين مقاله در راستاي همان كارهاي قبلي است، [ها را روي مفاهيم جبر فازي اعمال كردهاند و اثر نرمداده

) اعمال كنيم و تعاريف جديدي Fuzzy bivector subspaceبرداري فازي (دو اري فازي و زيرفضاي ها را روي زير فضاي بردنرم-tكنيم مي

كنيم و قضاياي بسيار رتباط آنها را با مفاهيم زيرفضاهاي برداري بيان خواهيم كرد. تبديلات خطي روي آنها اعمال مي. سپس ارا ارائه دهيم

  .آوريممهمي را به دست مي

   ازهاينشيپ -٢

 ٢٣كنيم و براي بيان جزئيات بيشتر، خوانندگان را به منابع [ن قسمت تعاريف و قضايايي كه در اين مقاله لازم داريم را ذكر ميدر اي
  باشد.مجموعه اعدا گويا مي Qمجموعه اعداد حقيقي و  ℝمجموعه اعداد صحيح و  ℤدهيم. دراين مقاله منظورمان از ] ارجاع مي-13

  تعريف -١.  ٢

Xفرض كنيد  ≠ :μ .دلخواه باشداي موعهمج ∅ X →   دهيم.نشان مي ଡ଼[٠,١]و مجموعه آنها را با  گوييمX يمجموعه فازي رورا [٠,١]
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  تعريف - ٢.  ٢

:T بعتا [٠,١] × [٠,١] → ,xگوييم اگر براي هر نرم  مي-tرا يك  [٠,١] y, z ∈   شرايط زير برقرار باشند: [٠,١]

yب) اگر    x=(١,x)Tالف)  ⊆ z  آنگاهT(x, y) ≤ T(x, y)    (جT(x, y) = T(x, y)     (دT(x, T(y, z)) = T(T(x, y), z)  

xخود توان  است اگر براي هر  Tكنيم يادآوري مي ∈ ,T(xهمواره  [٠,١] x) = x .برقرار باشد  

  لم -٣.  ٢

,T(T(xنرم باشد در اين صورت  -tيك  Tفرض كنيد  y), T(w, z)) = T(T(x, w), T(y, z))  براي هرx, y, w, z ∈ [٠,١] 
  برقرار است.

  تعريف -٤.  ٢

,μ١فرض كنيد  μ٢: X → μ١را با  Tنرم -tدو مجموعه فازي باشند اشتراك آنها متناسب با  [0,1] ∩ μ٢: X →   ي با ضابطه [٠,١]

 (μ١ ∩ μ٢)(x) = T(μ١(x), μ٢(x)) كنيم كه تعريف ميx ∈ X.  

  تعريف - ٥.  ٢

vيك تبديل خطي و  f:VWفرض كنيد  ∈ [٠,١]୵, μ ∈ [٠,١]୚  در اين صورتf(μ): W → fو  [٠,١] ି١(v): V → را  [٠,١]

f(μ)(y)به صورت  = sup{μ(x): f(x) = y} و   f ି١(v)(x) = v(f(x)) كنيم.تعريف مي  

  تعريف -٦.  ٢

:μ٢فرض كنيد  X٢ → [٠,١]   , μ١: X١ → μ١دو مجموعه فازي باشند. اجتماع آنها  [٠,١] ∪ μ٢: X٢ ∪ X٢ →  را به صورت  [٠,١]

(μ١ ∪ μ٢)(x) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧max{ μ١(x), μ٢(x)}اگر   x ∈ X١ ∩ X٢

μ١(x)       اگر x ∈ X١ − X٢

μ٢(x)        اگر x ∈ X٢ − X١

  كنيم.تعريف مي 

  تعريف -٧.  ٢

,V٢فرض كنيد  Vهر دو  ١–S  فضاي برداري باشند بطوريكهV١ ⊈ Vو  ٢V٢ ⊈ Vو  ١V٢ ∩ V١ = V١و يا حتي  ∅ ∩ V٢ ≠ ∅   

Vحال فرض كنيد  = V١ ∪ Vگوييم در اين صورت مي ٢V  برداري  روي دويك فضايS .است  

  تعريف - ٨.  ٢

Vفرض كنيد  = V١ ∪ Vبرداري روي مجموعه دويك فضاي  ٢S  باشد. فرض كنيدW = W١ ∪ Wه بطوريك ٢ W١ ⊂ Vو  ١W٢ ⊂ V٢ 

W١و  ∩ W٢ =   است. Sروي  Vبرداري از  دويك زيرفضاي  Wگوييم باشد آنگاه مي Sبرداري روي دويك فضاي  W. حال اگر ∅
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 نتايج اصلي -٣

 تعريف -١.  ٣

:Kتابع  F → d برايگوييم اگرمي Tنرم  -tرا يك زيرميدان فازي  متناسب با  [٠,١] ≠   : داشته باشيمc,d ∈ F و ٠

K(cب)            )١( =K١الف)             − d) ≥ T(K(c), K(d))             (جK(cdି١) ≥ T(K(c), K(d))  

  تعريف -٢.  ٣

:Kرض كنيد ف F → :Aيك مجموعه فازي باشد و  [٠,١] V →   كه [٠,١]

A(xب)              ٠   < (٠)Aالف)          − y) ≥ T(A(x), A(y))                (جA(cx) ≥ T(K(c), A(x)) 

,xبطوريكه  y ∈ V  وc ∈ F در اين صورت .A  را يك زيرفضاي برداري فازي رويK  متناسب باt- نرمT آنها  گوييم و مجموعه تماميمي

 .دهيمنشان مي FST(V)را با 

  قضيه  -٣.  ٣

μفرض كنيد  ∈ FST(V)  در اين صورتB = {x ∈ V: μ(x) = و  FST(V)است. اين قضيه ارتباط  Vيك زيرفضاي برداري از  {١

  دهد. را نشان مي Vزيرفضاي برداري 

  قضيه -٤.  ٣

μفرض كنيد  ∈ FST(V)  وT  يكt-  نرم خودتوان باشد اگر براي هرc ∈ F  شرطK(c) ≥ t  كهt ∈ برقرار باشد در اين  [٠,١]

μ୲صورت = {x ∈ V: μ(x) ≥ t}  ك زيرفضاي برداري از يV خواهد بود  

  قضيه -٥.  ٣

باشد. فرض  Vيك زيرمجموعه  Wفضاي برداري باشد و  F–يك  Vفرض كنيد  كنيم.در اين قضيه برعكس قضاياي قبلي را هم مطرح مي

:μ كنيد W → μ(x)كه  [٠,١] = ൝
x   اگر ١  ∈ W

٠اگر       x∉W
:Kبع مشخصه  باشد و يك تا  F → cبراي هر  K(c)= ١كه  [٠,١] ∈ F در اين .

μصورت  ∈ FST(V)  اگر و فقط اگرW  زيرفضاي برداريV .است 

 قضيه -٦.  ٣

:Aاست و  Vزيرفضاي برداري  Wفضاي برداري و  F–يك  Vفرض كنيد  V →   از Tنرم  -tيك فضاي برداري فازي متناسب با  [٠,١]

K: F → :A෡باشد. در اين صورت  [٠,١]
୚

୛
→ A෡(xكه [٠,١] + w) = ൝

گرا                   ١    x ∈ w

T൫A(x), A(y)൯    اگر  x ≠ y , x ∈ V, y ∈ w
را يك فضاي  

  .گوييمبرداري خارج قسمتي فازي مي
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 قضيه -٧.  ٣

Aفرض كنيد  ∈ FST(V)  وT  يكt-  نرم خودتوان باشد. در اين صورتA෡ ∈ FST(
୚

୛
). 

 قضيه -٨.  ٣

, μ١فرض كنيد  μ٢ ∈ FST(V)  وT يك t-  نرم خودتوان باشد. در اين صورتμ١ ∩ μ٢ ∈ FST(V).  

 برقرار است. FST(V)توجه شود كه اين قضيه براي هر تعداد دلخواه از اعضاي 

  تعريف -٩.  ٣

μ٢ وμ١فرض كنيد   را تعريف كنيم. FST(V)اعضاي  (sum)خواهيم جمع مي ∈ FST(V) در اين صورت جمع آنها را با  

 μ١ + μ٢: V → ൫μ١ ه  دهيم كنمايش مي [٠,١] + μ٢൯(x) = sup൛T(μ١(y), μ٢(z)): x = y + zൟ.  

  قضيه -١٠.  ٣

μ٢ وμ١فرض كنيد  ∈ FST(V)  وT  يكt-  نرم خودتوان باشد. آنگاهμ١ + μ٢ ∈ FST(V).  

  قضيه -١١.  ٣

:fفرض كنيد V → W .اگر  يك تبديل خطي باشدf  پوشا  باشد وμ ∈ FST(V)  آنگاهf(μ) ∈ FST(W)  اگر وv ∈ FST(W)   آنگاه

f ١-(v) ∈ FST(V).  

  تعريف -١٢.  ٣

Vفرض كنيد  = V١ ∪ Vبرداري روي ميدان دويك فضاي  ٢F  باشد وμ: V → μگوييم فازي باشد. مي يتابع [٠,١] ∈ FST(V)  اگر و

:μ١فقط اگر  V١ → :μ٢و  [٠,١] V٢ → μ١ موجود باشند بطوريكه [٠,١] ∈ FST(V١) μ٢ ∈ FST(V٢)،  وμ = μ١ ∪ μ٢.  

 تعريف -١٣.  ٣

μيك فضاي برداري باشد و  Vفرض كنيد  → V → برداري فازي دويك زيرفضاي  μگوييم يك مجموعه فازي دلخواه باشد. مي [٠,١]
,μ١است اگر زيرفضاهاي برداري فازي  Vروي  μ٢: V → μ.موجود باشند كه  [٠,١] = μ١ ∪ μ٢ , μ ≠ μ٢ , μ ≠ μبنابراين زماني  ١
λباشد منظور آن است كه  μزيرفضاي برداري فازي  λري فازي باشد و بردادوزيرفضاي  μكه  ⊆ μ  وλ  برداري دوخودش هم زيرفضاي

 فازي خواهد بود.

  قضيه  -١٤.  ٣

μ٢فرض كنيد  ∈ FST(V), μ١ ∈ FST(V)   وt ∈ [٠ , min{μ(٠)١,μ(٠)٢}]  و همچنينμ = μ١ ∪ μكه  ٢μ  هم يك
μ୲باشد در اين صورت  T نرم -tبرداري فازي متناسب با دوزيرفضاي  = μ١

୲ ∪ μ٢
୲. 
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  قضيه -١٥.  ٣

μفرض كنيد  ∈ FST(V)  بطوريكه مرتبهμ  كه باO(Im(μ)) ٣ دهيم به صورت نشان مي≤ O (Im(μ)) < باشد. در اين مي  ∞

,μ١ تصور μ٢ ∈ FST(V)  وجود دارند كهμ ≠ μو  ١μ ≠ μو  ٢μ = μ١ ∪ μ٢.  

 قضيه -١٦.  ٣

  باشد  Fيك فضاي برداري روي ميدان  Vكند. فرض كنيد را بيان مي Vبرداري دوو فضاي  Vداري اين قضيه ارتباط بين فضاي بر

:μو  V → O(Im(μ)) ≥ ٣يك مجموعه فازي دلخواه باشد بطوريكه  [٠,١] < μ. در اين صورت ∞ ∈ FST(V) )V  يك زيرفضاي

μبرداري است)اگر و فقط اگر  ∈ FST(V) )V  برداري است). دويك زيرفضاي  

   ي و مسأله بازگيرنتيجه -٤

برداري فازي را بررسي كرديم بسياري از خصوصيات دوها مفاهيمي مانند زيرفضاي برداري فازي و زيرفضاي نرم -tدر اين مقاله به كمك 
نها ) و استقلال خطي و پايه را مطرح كرد و همچنين بُعد آspanningهايي مانند اسپن (توان بحثآنها را ثابت كرديم. حال در ادامه مي
  مندان باشد.تواند به عنوان يك مسأله باز براي علاقهمحاسبه كنيد. تمامي موارد فوق مي
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  چكيده

هاي چندگانه براي مسائل رياضي و آموزش يادگيري خودتنظيمي، حلي، يعني ارائه راههدف از اين پژوهش بررسي تأثير دو راهكار آموزش
آزمون انجام پس-آزمونآزمايشي و با طرح پيشبر خودكارآمدي و رضايت از زندگي دانشجويان در درس رياضي بود. اين مطالعه از نوع نيمه

اي انتخاب گيري تصادفي چندمرحلهختران بيرجند بود كه به روش نمونهشد. جامعه آماري شامل دانشجويان دانشگاه ملي مهارت مركز د
هاي چندگانه و گروه دوم تحت حلكنندگان در دو گروه آزمايشي قرار گرفتند: گروه اول تحت آموزش مبتني بر ارائه راهشدند. شركت

  .تحليل شد متغيرهواريانس يكها با استفاده از آزمون تحليل كوآموزش يادگيري خودتنظيمي قرار گرفتند. داده

  هاي چندگانه، آموزش يادگيري خودتنظيميآموزش رياضي، نگرش نسبت به رياضي، راه حل كلمات كليدي: 

  مقدمه -١

كرده است.  جاديا يآموزش يهارا نسبت به برنامه ياديمرتبط با آن، انتظارات ز راتييشدن و تغ يجهان نديدر حال حاضر، فرآ
را بر عهده  ينينو يهاتيتر، مأمورنقش فعال يفايها با اشده است. امروزه دانشگاه ياضيبه درس ر ياژهيوجه وت نه،يزم نيدر ا

و  يآموزش، پژوهش و ارائه خدمات اجتماع يدانشگاه را در سه محور اصل يعلم أتيه ي]. چنانچه نقش اعضا١اند [گرفته
 يفيو ك ياز نظر كم يريادگي نديفرآ يست كه در بخش آموزش، ارتقامشخص ا يروشنبه م،يقرار ده يمورد بررس يامشاوره

 ليدر تسه ينقش مهم رندگان،يادگي يارتباط يهاتيقابل ي] .  با ارتقا٢قرار گرفته است[ يهمواره مدنظر بوده و مورد توجه جد
 كرد،يرو نياست، نه صرفاً انتقال آن. در اخلق معنا در ذهن دانشجو  يآموزش به معنا دگاه،يد ني. از اكنديم فايا يريادگي نديفرآ

 يريادگيمتنوع  يهااستفاده از روش ،يريادگيند يفرآ تيبه مالك قيمانند تشو يكل يبه مراحل خاص، بر اصول يبنديپا يبه جا
 ترقيدرك عمو  ياضير تيخلاق تيتقو يبرا ژهيو يرا فرصت كرديرو پژوهشگران ]. ٣[شوديم ديمختلف تأك يهادگاهياز د ريو تقد

اند كه كرده يمعرف يپژوهش يابزار نوانعبلكه به ،يآموزش يعنوان ابزارو آن را نه تنها به داننديم ياضير مياز مفاه انيدانشجو
نه تنها مستلزم  ياضيدر حل مسائل ر تيمونتاگو ، موفق دهي]. به عق٤دارد [ انيدانشجو ياضيدانش ر يابيدر ارز يخاص تيقابل

 چ،ينتريباور پ ].  به٥[ باشديم يميخودتنظ يمجهز بودن به راهبردها ازمندياست، بلكه ن ياضير ميول و مفاهاص يريفراگ
 تيو هدا ليدتع ش،يطور مستمر به پابه رندگانيادگيآن  يفعال و سازنده است كه ط ينديفرآ شده،ميخودتنظ يريادگي

خود  يكه از كارآمد يانيدانشجو  ،يپژوهش يهاافتهي]. براساس ٦[ پردازنديخود م يو رفتار يزشيانگ ،يشناخت يهاتيفعال
به خرج  يخود، كوشش مضاعف فيداده و در انجام تكال شيرا افزا يو فراشناخت يشناخت يهاروش يريدارند، به كارگ نانياطم

استفاده از  ،يخودكارآمدبا سطح  يطور قابل توجهبه يليتحص تياز آن است كه موفق يحاك يعدد]. مطالعات مت٧[ دهنديم
از آن بود كه مشكلات  يمطالعه حاك نيا جي]. نتا٨همراه است[ يميخودتنظ يهاو معنادار، و مهارت قيعم يريادگي يهاياستراتژ

بخش قابل  كهنيتوجه به ا با.  ديآيبه وجود م يميخودتنظ يراهبردها يريعدم به كارگ ليآموزان به دلاز دانش يبرخ يليتحص
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 يميو خودتنظ يفراشناخت يراهبردها يريكارگبه فقدان مهارت در به اتياضيدر ر يناتوان يدارا انياز مشكلات دانشجو يتوجه
در  يترنگرش مثبت توانديم ياضيمسائل ر يچندگانه برا يهاحلبر گفتمان و ارائه راه يآموزش مبتن نيو همچن گردديبازم

ارائه  -١دو راهكار  ريتأث يمقاله بررس نيبرخوردار است. هدف ا ييبالا تياز اهم پژوهش نيكند، انجام ا جاديا انيودانشج
 انيدانشجو ياز زندگ تيو رضا يبر خودكارآمد ،يميخودتنظ يريادگيآموزش  -٢و  ياضيمسائل ر يچندگانه برا يهاحلراه

  شده است. يبررس  ،ياضيمهارت در رابطه با درس ر يدانشگاه مل

  تحقيق  روش  -٢
آزمون اجرا شده است. جامعه آماري شامل كليه دانشجويان آزمون و پسآزمايشي و به صورت پيشپژوهش از نوع نيمهاين 

اي گيري به روش تصادفي چندمرحلهباشد. نمونهمي ١٤٠٤-١٤٠٣در سال تحصيلي مركز دختران بيرجند دانشگاه ملي مهارت 
  .انجام شد
 منظور من و پريچت هنجاريابي شده است و بهتوسط كرنولي، ناچي آزمون رياضي كيمت  :كي مت رياضي آزمون

  . ]١١[ رودهاي مختلف رياضي به كار ميشناسايي نقاط قوت و ضعف دانشجويان در حوزه
 توسط موريس براي ارزيابي خودكارآمدي نوجوانان طراحي  نامه پرسش اين : نوجوانان خودكارآمدي نامه پرسش

  .]١٢[ ي خودكارآمدي اجتماعي، تحصيلي و هيجاني استشده است، شامل سه زيرمقياس در سه حوزه
 مقياس رضايت از زندگي كه توسط داينر و همكاران طراحي شده است، شامل پنج    :زندگي از رضايت نامه پرسش

  .]١٣[دهند اي به آن پاسخ ميدرجه ٧كنندگان بر اساس يك مقياس آيتم است كه شركت
 ١٤[ در پژوهش اين برنامه بر پايه مدل خودتنظيمي پينتريچ استوار است. مدل پينتريچ  :خودتنظيمي آموزش[ 

 .) ذكر شده است١جلسه برگزار شد كه جزئيات آن در جدول ( ٨مورد استفاده قرار گرفته است. فرآيند آموزشي طي 
  

  خودتنظيمي آموزش : مراحل١جدول

 جلسه  عنوان

 ١جلسه ارتباط برقراري

 ٢جلسه علاقه و انگيزش

 و تمركز راهبرد با آشنايي و مطالعه هدف تعيين با آشنايي
 توجه

  ٣جلسه

 ٤جلسه ريزي امهبرن

  ٥جلسه  مرور و تكرار راهبرد با آشنايي

  ٦جلسه  معنايي گسترش و بسط راهبرد با آشنايي

 ٧جلسه سازماندهي راهبرد با آشنايي

 ٨جلسه گذشته مطالب مرور و خودتنظيمي راهبرد با آشنايي

  يافته ها -٣
اي چندگانه در بهبود نگرش دانشجويان نسبت به هحلدر اين پژوهش تلاش شد تا اثربخشي آموزش با تأكيد بر ارائه راه

درس رياضي بررسي شود و تأثير مثبت اين رويكرد بر نگرش دانشجوياني با سطوح توانايي متفاوت در رياضيات ارزيابي گردد. 
قرار گرفته  رياضي، مورد بررسي درس  جويان تأثير آموزش خودتنظيمي بر خودكارآمدي و رضايت از زندگي در دانشعلاوه بر اين 

دهد كه تمامي ) نشان مي٢هاي توصيفي گروه  در دو مرحله قبل و بعد از آموزش (جدول آمده از شاخصدستنتايج به .است
هاي سودمندي رياضيات، خودپنداره و لذت از رياضي كه ميانگين مؤلفهطورياند؛ بهصورت مثبت بهبود يافتههاي نگرش بهمؤلفه
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  .س ناتواني كاهش يافته استافزايش يافته و احسا
  

  آزمون پس و آزمون پيش در انگيزش هاي مؤلفه توصيفي هاي آماره: ٢جدول 
درس  ١دانشجويان گروه

  نفر) ٤٧رياضي(
  گروه

انحراف 
 استاندارد

 متغير منبع تغيير ميانگين

 رياضي سودمندي  آزمون پيش ٧,٨٢ ١,٩٢

  آزمون پس ١٥,٦٨ ١,٥٧
 رياضي پنداره دخو  آزمون پيش ٨,٧٥ ٢,٣١

  آزمون پس ١٧ ١,٩٦

  ناتواني احساس آزمون پيش  ٤٦,٦٠  ٧,٦٠

  آزمون پس  ٢٣,٨٥  ٦,٦٦
 رياضي لذت  آزمون پيش ٢١,٧٠ ٥,٨٠

  آزمون پس ٥٢,٢٠ ٥,٨٦

 
  جوياندر دانشمؤلفه هاي انگيزش نتايج تحليل كوواريانس براي : ٣جدول 

𝜂ଶ P  F  MS DF SS   منبع
 تغيير

 متغير

 پيش ٨,٠٤ ١ ٨,٠٤ ٣,٨٥ ٠,١٠ ٠,٠٨
 آزمون

 يسودمند
 ياضير

١٢٨,٦  ٠,٠٢ ٠,٨٢
٦  

١١٢٤,٨
٢  

١١٧٢,٨  ١
٤ 

 پس
 آزمون

  خطا ٤١٣,٣١  ٤٦  ٩,٢٠     

 پيش  ٠,٨٠ ١ ٠,٨٠ ٠,٤٢ ٠,٤٥ ٠,٠٠١
  آزمون

پنداره  خود
  ياضير

٣٤٥,٠  ٠,٠٠١ ٠,٧٦
٧  

١٣٤٦,٥
٢  

١٣٤٦,٥  ١
٢ 

 پس
 آزمون

  خطا ٣٠١,٧٥  ٤٦  ٦,٠٣     

 پيش  ٦,٢٠  ١  ٦,٢٠  ٠,١٦  ٠,٧٢  ٠,٠٠١
  آزمون

 احساس
  يناتوان

٨٢٠١,٠  ٨٢,٥٢  ٠,٠٠١  ٠,٥٧
٣  

٨٢٠١,٠  ١
٣  

 پس
  آزمون

      ٤٥٨١,٢  ٤٦  ٨٩,٢٨
٥  

  خطا

٠,٨٦  ٠,٠٠١ 
 پيش  ٠,٠٩ ١ ٠,٠١ ٠,٠١

  آزمون
 لذت

  رياضي

٠,٧٣  
٣١٠,٧ ٣١٠,٧٥  ٠,٠٠١ ٣١٠,٧٥

٥ 

١٥٤٠,٥
٥  

 پس
  آزمون



 

 
 ٧٢   

 

  

   
  

٤٦ 
٢٦٢٧,٨

٩  
  خطا

  

  
هاي سودمندي، خودپنداره و لذت از رياضي پس از آموزش در مقايسه با دهد كه ميانگين مؤلفهينشان م ٣نتايج جدول 

  توجهي افزايش يافته است، در حالي كه ميانگين احساس ناتواني كاهش يافته است. طور قابلآزمون بهپيش
بر يادگيري خودتنظيمي در زمينه ، ميانگين و انحراف استاندارد نمرات متغيرهاي مربوط به آموزش مبتني ٤در جدول 

  .ارائه شده است ٢آزمون براي گروهآزمون و پسخودكارآمدي و رضايت از زندگي دانشجويان، در مراحل پيش
  

   نمرات متغيرهاي مربوط به آموزش مبتني بر يادگيري خودتنظيمي دميانگين و انحراف استاندار : جدول٤جدول 
درس ٢دانشجويان گروه

  )نفر ٤٠رياضي(
  گروه

انحراف 
 استاندارد 

 يريادگيآموزش  هاي روش مؤلفه متغير ميانگين
 يميخودتنظ

  تحصيلي  آزمون پيش ٢٢,٩ ٣,٩٣
  
 

  خودكارآمدي
 

  آزمون پس ٣١,٥ ٢,٨٨

  آزمون پيش ٢٢,٨ ٤,٩٣
  

  
  اجتماعي

  آزمون پس ٣٠,٨٦ ٣,١٤  
  

  هيجاني  آزمون پيش ٢٢,٠٥ ٤,٥٩
  
  آزمون پيش ٢٨,١٥ ٣,١٩  

  رضايت از زندگي آزمون پيش ٢٢,٧ ٧,٢٥
  
  
  

 آزمون پيش ٢٩,٥٥ ٤,٧٥

هاي خودكارآمدي دهد كه تفاوت ميانگينآزمون نشان مي، تحليل كوواريانس با كنترل نمرات پيش٥طبق نتايج جدول 
  تحصيلي، خودكارآمدي هيجاني و رضايت از زندگي بين دو گروه از لحاظ آماري معنادار بوده است. 

  

  جوياندر دانش نتايج تحليل كوواريانس براي خودكارآمدي و رضايت از زندگي: ٥دول ج

𝜂ଶ P F MS DF SS 
منبع 
 تغيير

 متغير   مؤلفه

پيش  ٣٢,٨٠ ١ ٣٢,٨٠ ٢,٦٤ ٠,١٢ ٠,٠٧
  آزمون
 

  تحصيلي 
  
  
 

 خودكارآمدي

پس  ٢٦١,٢٨ ١ ٢٦١,٢٨ ٢,٦٤ ٠,٠٠ ٠,١٤



 

 
 ٧٣   

 

  آزمون
 

 خطا ٤٦١,٥٥ ٣٧ ١٣,٤٥   

پيش  ٠,٢٤ ١ ٠,٢٤ ٠,٠٢ ٠,٨٨ ٠,٠٠١
  آزمون
 

  اجتماعي
  
  

پس  ٥٤٦,٦٤ ١ ٥٤٦,٦٤ ٥١,١٩ ٠,٠٠ ٠,٥٨
  آزمون
 

  خطا ٣٩٥,١١ ٣٧ ١٠,٦٨   
 

پيش  ٢٥,٩٣ ١ ٢٥,٩٣ ١,٣٧ ٠,٢٥ ٠,٠٤
  آزمون
  

  هيجاني
  
  

پس  ٣٢٢,٢٩ ١ ٣٢٢,٢٩ ١٦,٩٨ ٠,٠٠ ٠,٣١
  آزمون
 

 خطا ٧٠٢,٠٧ ٣٧ ١٨,٩٧   

پيش   ١,٠٦  ١  ١,٠٦  ٠,٠٤  ٠,٨٤  ٠,٠٠١
  آزمون
  

  
  

 رضايت از زندگي
پس   ٢٨٣,٥٨  ١  ٢٨٣,٥٨  ١٠,٤٨  ٠,٠٠  ٠,٢٢

  آزمون
 

      
 خطا  ١٠٠٠,٨٤  ٣٧  ٢٧,٠٥

 

  گيرينتيجه -٤

هاي چندگانه براي مسائل رياضي و آموزش يادگيري حلدهد كه استفاده از راهكارهاي ارائه راهنتايج اين پژوهش نشان مي
هاي سودمندي ويژه، مشاهده شد كه مؤلفهثبتي بر نگرش دانشجويان نسبت به درس رياضي داشته است. بهخودتنظيمي، تأثير م

طور معناداري افزايش يافته و احساس ناتواني در مواجهه با رياضيات كاهش پيدا كرده رياضيات، خودپنداره و لذت از رياضي به
توجهي باعث بهبود خودكارآمدي تحصيلي و هيجاني و افزايش رضايت طور قابلاست. همچنين، آموزش يادگيري خودتنظيمي به

ها تر و محدوديت زماني، اين روشهايي مانند سردرگمي اوليه برخي دانشجويان ضعيفاز زندگي دانشجويان شد. با وجود چالش
 .شوندميعنوان راهكارهاي مؤثر براي بهبود نگرش و عملكرد تحصيلي دانشجويان در درس رياضي معرفي به

 مراجع -٥

 )خاص و آزاد( غيررسمي مهارتي هايش آموز ي برا بهينه الگوي شناسايي؛ ع. مهاجران، م. حسني، م.، مصاحب طلبب  ]١[

  .٣٧٣-٣٩٤، ١٤٠٢، ٢٠، فصلنامه كارافن، بازاركار نيازهاي با انطباق منظور به  ايفني وحرفه دانشگاه

 علمي اعضاي هايهمكاري از منظر عالي آموزش هي حوز در بالادستي اسناد و مقررات و نينقوا بر تحليلي؛ ا. پورآتشي، م.، زماني ]٢[
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  .١١٥-١٣٥، ١٤٠١، ١٩، فصلنامه كارافن، علمي هيأت
[4] Levav-Waynberg A, L.R., The role of multiplesolution tasks in developing knowledge and creativity in 

geometry. The Journal of Mathematical Behavior, 2012. 31(1): p. 73-90. 
آموزان پايه چهارم و پنجم ابتدايي استان محمدي، م.، بررسي رابطه بين يادگيري خودتنظيمي و اختلالات يادگيري در دانش  ]٥[

  ، دانشگاه علامه طباطبايي.١٣٨٦كردستان، در دانشكده روانشناسي و علوم تربيتي، 

 مطالعة(خودبهسازي و خودتنظيمي تهاي مهار به مديران گرايش ميزان ارزيابي؛ ربگي، ن. سليمي، ج. رحيمي، ا.ي. شي، اسعدي ]٦[

  .١٥٧-١٨٠، ١٤٠١، ١٩، فصلنامه كارافن، ) كردستان دانشگاه اجرايي مديران
[7] Paris, S., Oka, E., Children’s reading strategies, meta cognition, and motivation. Developmental Review, 

1986. 6: p. 25-56. 
[8] Greene, B.A., Miller, R. B., Influences on achievement: Goals, perceived ability, and cognitive 

engagement. Contemporary Educational Psychology, 1996.  21: p. 181-192. 
)، ٦(١٣٨١،٤مت ايراني. پژوهش در حوزه كودكان استثنايي، جاريابي آزمون رياضي كياسماعيلي، م.، هومن، ح. ا.، انطباق و هن ]٩[

٣٣٢-٣٢٣.  

آموزان نيا، م.، مقايسه پنج عامل بزرگ شخصيت و خودكارآمدي در دانشنريماني، م.، عيني، م.، دهقان، ح.، غلامزاده، ح.، صفري ]١٠[
  .١٦٤-١٨٠،  ٣، ١٣٩٢تيزهوش و عادي. روانشناسي مدرسه، 

[11] Diener, E., Suh., E. M., Lucas, R. E., Smith, H. L.  , Subjective well-being: Three decades of progress. 
Psychological Bulletin, 1999. 125(2): p. 276–302. 

يچ بر خودكارآمدي، منبع هاي راهبرد يادگيري خودتنظيمي مبتني بر مدل پينترمصطفايي، ا.، بررسي اثربخشي آموزش مؤلفه ]١٢[
، دانشگاه علامه ١٣٨٧آموزان پسر سال سوم دبيرستان، در دانشكده روانشناسي و علوم تربيتي، كنترل و پيشرفت تحصيلي دانش

  طباطبايي.
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F-249 ٧٩-٧٥، صص.  
  

 های رگرسیون خطیهای پرت در مدلتحلیل موجک برای برآورد داده
  چندمتغیره

 قدرت اله رحمتي 

 gh1.rahmati@pnu.ac.ir؛ ، تهران، ايران.٤٦٩٧-١٩٣٩٥ص.پ.  -دانشگاه پيام نور -گروه آمار  مربي

 

  چكيده

 فيلتر مانند سنتي هايروش روازاين دارند؛ چندمتغيره خطي رگرسيون هايمدل در پارامترها برآورد دقت بر توجهيقابل تأثير پرت هايداده
 پيشنهاد پرت هايداده با برخورد براي موجك بر مبتني رويكرد يك مطالعه، اين در. شوندمي گرفته كار به مشكل اين با مقابله براي همپل
. شوندمي برآورد دمِي و دابيچيز ، كويفلت هايموجك از استفاده با (DWT) گسسته موجك تبديل اساس بر پرت مقادير آن در كه است شده

 پارامترهاي برآورد براي ضرايب اين از و شده محاسبه) گذربالا و گذرپايين فيلترهاي با تناظرم ترتيببه( جزئيات و تقريب ضرايب روش، اين در
 اين شدهبينيپيش مقادير ها،مدل اين از استفاده با سپس. شودمي استفاده جزئيات و تقريب ضرايب به مربوط چندمتغيره رگرسيون مدل

 نهايت، در. آيندمي دست به فيلترشده مشاهدات شده،بينيپيش مقادير بر معكوس گسسته موجك تبديل اعمال با و شده محاسبه ضرايب
 را پرت هايداده مشكل كه شوندمي گرفته نظر در ايبرآوردشده مشاهدات عنوانبه پرت، هايداده با متناظر فيلترشده شدهبينيپيش مقادير
 طريق از همپل، فيلتر و پيشنهادي هايروش از استفاده با چندمتغيره خطي رگرسيون مدل برآوردشده پارامترهاي دقت .كنندمي برطرف
 (R²) تعيين ضريب و (MSE) خطا مربعات ميانگين برآوردشده، پارامترهاي (MAE) خطا مطلق قدر ميانگين شامل دقت معيارهاي برخي

  . است شده مقايسه

  همپل، موجك دابيچيز، تبديل موجك گسسته ، رگرسيون چند متغيره،  فيلتر كلمات كليدي: 

 مقدمه -١

هاي كليدي براي نمايش نحوه ارتباط چندين متغير وابسته با در تحليل آماري، رگرسيون خطي چندمتغيره يكي از روش
توجهي مخدوش كرده و باعث نادقيق شدن طور قابلتوانند اين روابط را بههاي پرت ميمتغيرهاي مستقل است. با اين حال، داده

تكنيك پيشرفته، از جمله تحليل موجك و فيلتر همپل، را براي مقابله با اين مشكلات  دو ا و تفسيرها شوند. اين مقالههبينيپيش
با استفاده  (MLRM) هاي رگرسيون خطي چندمتغيرهكند. هدف اصلي، مقايسه ميزان بهبود قابليت اطمينان مدلبررسي مي

شناسي و مهندسي مورد مطالعه و كاربرد قرار هاي اقتصاد، زيستدر حوزه هاست. مدل رگرسيون خطي چندمتغيرهاز اين روش
با وجود اينكه اين روش در عمل به انتخابي رايج براي بسياري از كاربردها تبديل شده است، همچنان نسبت به  .گرفته است

طور اي است كه بهداده پرت مشاهده .توانند نتايج را دچار انحراف كنندها ميهاي پرت حساس باقي مانده و اين دادهداده
دهنده تأثير يك سازوكار توليد داده متفاوت يا وجود ناهنجاري ها فاصله دارد و اغلب نشانتوجهي از توزيع كلي مجموعه دادهقابل

گار، مقادير منحرف كاوي و آمار با عناويني مانند ناهنجاري، مقادير ناسازهاي پرت در دادههاست. دادهآوري دادهدر فرآيند جمع
هاي سيستم ها حاصل يك يا چند فرآيند توليدكننده هستند كه فعاليتشوند. در بسياري از موارد، دادهيا آنومالي نيز شناخته مي

هاي پرت شود. تواند منجر به ايجاد دادهدهند. رفتار غيرعادي در اين فرآيندها ميها را نشان مييا مشاهدات مربوط به موجوديت



 

 
 ٧٦   

 

هايي كه بر فرآيند توليد ها و موجوديتهاي غيرعادي سيستمتوانند اطلاعات ارزشمندي درباره ويژگيهاي پرت مينابراين، دادهب
 .هاي مفيدي منجر شودتواند به بينشهاي غيرمعمول ميگذارند، فراهم كنند. شناسايي اين ويژگيداده تأثير مي

هاي پرت در رگرسيون خطي چندمتغيره است. اين روش هر نقطه داده را با يك ادههاي مقابله با دفيلتر همپل يكي از روش
كند. هاي پرت را كاهش داده يا حذف ميكند و در نتيجه دادهبرآورد مقاوم از گرايش مركزي در يك ناحيه محلي جايگزين مي

ه داده اصلي اعمال شود. اين فيلتر كه به نام جان تواند مستقيماً بر روي مجموعها ندارد و ميفيلتر همپل نيازي به تجزيه داده
هاي گذاري شده است، با جايگزيني دادهكرد، نامها شناسايي ميها را در مجموعه دادهاي ناهنجاريطور ماهرانهآر. همپل، كه به

تحليل موجك  .كندجلوگيري مي اي حدي بر مدل رگرسيونها را پالايش كرده و از تأثير نقاط دادهتر، دادهپرت با مقادير مناسب
ها را با هاي پرت در تحليل رگرسيون خطي چندمتغيره است. اين روش دادههاي مؤثر براي مديريت دادهيكي ديگر از تكنيك

كنند، گذر را ايفا ميكند. ضرايب تقريب نقش يك فيلتر پاييناستفاده از تبديل موجك به باندهاي فركانسي مختلف تجزيه مي
  كنندعنوان فيلتر بالاگذر عمل ميلي كه ضرايب جزئيات بهدر حا

  رگرسيون چند متغيره -٢

سازي رابطه بين متغير وابسته و چندين متغير مستقل است. برخلاف رگرسيون گرسيون چندمتغيره يك تكنيك آماري براي مدلر
كند كه تري را فراهم ميكان تحليل جامعگيرد، رگرسيون چندمتغيره امبين را در نظر ميخطي ساده كه تنها يك متغير پيش

هاي متعددي از جمله اقتصاد، پزشكي و علوم اجتماعي از گيرد. اين روش در حوزهزمان در بر ميطور همعوامل متعددي را به
وجود كاربرد با . گيردزمان تحت تأثير چندين متغير قرار ميطور هماهميت بالايي برخوردار است، جايي كه متغير پاسخ اغلب به

شدت با خطي چندگانه، كه در آن متغيرهاي مستقل بههاي متعددي همراه است. همگسترده، رگرسيون چندمتغيره با چالش
ازحد پيچيده شده و بيش برازش، حالتي كه در آن مدل بيشتواند نتايج را دچار انحراف كند. بيشبسته هستند، مييكديگر هم

هاي دهد. افزون بر اين، دادههاي جديد كاهش ميبيني آن را براي دادهشود، توان پيشزشي منطبق ميهاي آمواز اندازه با داده
 .شونداعتماد منجر ميتوجهي بر برآورد ضرايب رگرسيون دارند و اغلب به نتايجي سوگيرانه و غيرقابلپرت تأثير قابل

هاي رگرسيون خطي چندمتغيره زم است مروري كوتاه بر مدلسازي موجك و فيلتر همپل، لاپيش از پرداختن به جزئيات كوچك
دهند رابطه ميان چندين متغير شوند و به ما امكان ميها ستون فقرات تحليل رگرسيون محسوب ميداشته باشيم. اين مدل

كنند تا ا كمك ميبيني هستند و به مهاي پيشها ابزارهاي اصلي تحليلورودي و يك متغير خروجي موردنظر را درك كنيم. آن
  :صورت رياضي به شكل زير بيان كردتوان بهها را تفسير كنيم. مدل رگرسيون چندمتغيره را ميروابط پيچيده در داده

𝑌 = 𝑋𝛽 + 𝐸                       (1) 

 𝐸௡×௣و   ضرايب ماتريس   𝛽(௤ାଵ)×௣ متغيرهاي مستقل، ماتريس   𝑋௡×(௤ାଵ)ه،ماتريس متغيرهاي وابست 𝑌௡×௣در اين مدل، 
شده براي يك مشاهده (يا گيريمتغير وابسته اندازه  pشامل مقادير   Yبنابراين، هر سطر از ماتريس .ماتريس جملات خطا است

غيير بيانگر ميزان ت𝛽 باشد. ضرايب رگرسيونمتغيرها مي pشاهده مربوط به يكي از م nشامل  Yآزمودني) است و هر ستون از 
متغير هدف در يك .داشتن ساير متغيرها هستند ازاي يك واحد تغيير در متغير مستقل متناظر، با ثابت نگهدر متغير وابسته به

هاي ها، نبود دادهها بايد فروض اساسي مدل را ارضا كنند؛ از جمله خطي بودن رابطهمدل رگرسيوني بايد پيوسته باشد و داده
خطي چندگانه خطي چندگانه. در اين حالت، همها و نبود هموارياني)، نرمال بودن باقيماندها (همسانهپرت، همساني واريانس

 .بين متغيرهاي مستقل وجود ندارد؛ بنابراين، ضرايب نيازي به تفسير مشترك ندارند
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  ١فيلتر همپل -٣

باشد. فرض كنيد يك ي پرت مقاوم ميهايك تغيير يافته از قاعده سه سيگما در آمار است كه نسبت به داده شناسه همپل
,𝑥ଵ :اي داريمدنباله داده 𝑥ଶ, … , 𝑥௡   با طول  و يك پنجرهk صورت زير توان ميانه محلي و انحراف معيار را بهنقطه، ميبهنقطه
   :تعريف كرد

  :ميانه محلي
𝑚௜ = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛(𝑥௜ି௞, 𝑥௜ି௞ାଵ, 𝑥௜ି௞ାଶ, … , 𝑥௜, … , 𝑥௜ା௞ିଶ, 𝑥௜ାଵି௞, 𝑥௜ା௞)              (6) 

 :انحراف معيار
𝜎௜ = 𝑘 × 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛(|𝑥௜ି௞ − 𝑚௜|, … . |𝑥௜ା௞ − 𝑚௜|)                       (7) 

𝑘 :كه در آن = ఙ೔ مقدار     1.4826

௞
 .است (MAD) هاهمان ميانگين مطلق انحراف  

𝑥௜|     :اي باشد كهبه گونه 𝑥௜نمونه اگر يك  − 𝑚௜| > 𝑛ఙ𝜎௜  
جايگزين  𝑚௜عنوان داده پرت شناسايي كرده و آن را با ميانه محلي را به 𝑥௜يك آستانه مشخص است، شناسه همپل  𝑛ఙكه 

  .كندمي
خصوص زماني شود تا با تعداد مشاهدات محدود سازگار باشد، بهكوتاه مي  𝜎௜و 𝑚௜  در نزديكي انتهاي دنباله، پنجره محاسبه

𝑖   :كه < 𝑘 + 1  
𝑚௜ = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, … 𝑥௜, … , 𝑥௜ା௞ିଶ, 𝑥௜ା௞ିଵ, 𝑥௜ା௞)                (8) 

𝜎௜ = k × median(|𝑥ଵ−𝑚ଵ|, … , |𝑥௜ା௞ − 𝑚௜|)                                    (9)   
  براي نقاط نزديك انتهاي دنباله، يعني وقتي كه

𝑖 > 𝑛 − 𝑘 

 :شوندصورت زير محاسبه ميميانه محلي و انحراف معيار به
𝑚௜ = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛(𝑥௜ି௞, 𝑥௜ି௞ାଵ, 𝑥௜ି௞ାଶ, … , 𝑥௜ , … , 𝑥௡ିଶ, 𝑥௡ିଵ, 𝑥௡)                     (10) 
𝜎௜ = 𝑘 × 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛(|𝑥௜ି௞ − 𝑚௜|, … , |𝑥௡ − 𝑚௡|)                                                (11) 

سازي و كاربردهاي واقعي نشان داد. يك مطالعه توان از طريق شبيهكارآمدي فيلتر همپل در تحليل رگرسيون را مي
هاي پرت و بهبود دقت مدل را برجسته كند. اعمال اين انايي اين فيلتر در شناسايي و اصلاح دادهتواند توسازي كوچك ميشبيه

هاي مالي يا محيطي، ارزش عملي آن را با مقايسه نتايج رگرسيون قبل و بعد از هاي آلوده، مانند دادهفيلتر بر مجموعه داده
، فيلتر همپل مقاومت IQRو فيلتر  z-scoreهاي سنتي مانند روش دهد. علاوه بر اين، هنگام مقايسه بافيلترسازي نشان مي

  .كندها را حفظ ميكند، در حالي كه ساختار اصلي دادهطور مؤثر مديريت ميهاي پرت را بهبيشتري نشان داده و داده

 ٢تحليل موجك -٤

گردد. يابد و دوباره به صفر بازميهش ميها از صفر آغاز شده، افزايش يا كامدتي هستند كه دامنه آنها نوسانات كوتاهموجك
  .اندبندي كردهها دستهها را بر اساس تعداد لحظات گذرا و قطبيت آندانشمندان موجك

                                                           
1 Hample Filter 
2  Wavelet Analysis 



 

 
 ٧٨   

 

  ١يچيزهاي دابموجك ١-٤

امكان  ١٩٨٨معرفي شدند و در سال  دابيچيزاينگريد هاي ارتوگونال نرمالي هستند كه توسط ، موجكدابيچيزهاي موجك
ها است كه براي تحليل سيگنال ها، داشتن لحظات گذرارا فراهم كردند. ويژگي مهم اين موجك (DWT) ك گسستهتحليل موج

  .باشدبسيار مفيد مي
  طول موجك باN و تعداد لحظات گذرا با 𝐿ଵ  شودمشخص مي. 

 0,2]هاي اين خانواده داراي بازه پايه موجك𝑛 −  .باشدمي لحظه گذرا n ستند و هر موجك داراي ه [1

 يابدبا افزايش رتبه موجك افزايش مي  پذيريتحليل. 

  :شودها به شكل زير بيان ميشرط رياضي موجك

ቤ
𝑑௝

𝑑𝑋௝
𝜓(𝑥)ቤ < ∞ ⇒  න 𝑋௝𝜓(𝑋)𝑑𝑋 = 0     1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛                          (12) 

 . دهدتعداد لحظات گذرا را نشان مي j تابع موجك و  ψ(𝑋) كه 

   ٣و دمِي ٢ هاي كويفلتموجك  ٢-٤

 هاي هموار تر سيگنالنيز ارتوگونال بوده و علاوه بر داشتن لحظات گذرا، براي تقريب دقيق هاي كويفلتموجك
 .مناسب هستند

 اند كه براي تحليل دقيق هاي غيرمتقارن با پشتيباني فركانسي گستردهموجك) ٤ير گسستهدمي (مه هايموجك
 .ال كاربرد دارندجزئيات سيگن

 هاي پرتها در مديريت دادهكاربرد موجك ٢,٣,٣

ها شدت مخدوش كنند. استفاده از موجكتوانند برآورد ضرايب مدل را بههاي پرت ميدر تحليل رگرسيون خطي چندمتغيره، داده
 :به اين صورت است

ضرايب و  (low-pass) ب تقريبضرايها به شود تا دادهها اعمال ميبر داده (DWT) تبديل موجك گسسته .١
 .تجزيه شوند (high-pass) جزئيات

 .شودبراي هر دسته از ضرايب، يك مدل رگرسيون چندمتغيره ساخته مي .٢

به  (IDWT) تبديل موجك معكوسها محاسبه و سپس با استفاده از شده ضرايب از طريق مدلبينيمقادير پيش .٣
 .شوندفضاي داده اصلي بازگردانده مي

هاي پرت و آيد كه موجب كاهش اثر دادهدست ميهاي موجكي بهبينيهاي پرت، از پيشجايگزين براي داده مقادير .٤
 .شودافزايش دقت برآورد ضرايب مدل مي

هاي ها، توانايي بالايي در شناسايي و اصلاح دادههاي همزماني در زمان و فركانس موجكگيري از ويژگياين روش، به دليل بهره
 .دهدبرتري نشان مي IQR سازي مدل رگرسيون نسبت به فيلترهاي سنتي مانند همپل ود و از نظر دقت و مقاومپرت دار

                                                           
1 Daubechies Wavelets – DB 
2 Coiflets 
3 Dmey 
4 Discrete Meyer 
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  شبيه سازي -٥

تكرار در نظر گرفته  ١٠٠متغير پيش بين در توزيع نرمال با  ٣براي شبيه سازي مدل رگرسيون چند گانه با دو متغير پاسخ و 
  ارائه شده است. ١لب نتايج بدست آمده در جدول مي شود و با  استفاده از نرم افزار مت

  و روش دمي  ٥كوفلت ، ٥دابيچيز  ،فيلتر همپل ،بدون فيلتر، mse ،2R. مقدار ١جدول
𝑹𝟐𝒀𝟐 𝑹𝟐𝒀𝟏 MSE SSE(𝜷) روش  

  بدون فيلتر  ٠,٠٧٩٩  ٢,٨٦٦٩  ٪٧٠,٣٠  ٪٥١,٥٤
  فيلتر همپل  ٠,٢٩٦٢  ٢,١٥٢٢  ٪٦٤,٢٣  ٪٥٦,٤٦
  ٥دابيچيز   ٠,٠٠٤٤  ١,٠٥٢٤  ٪٨٥,٦٥  ٪٧٣,٨٦
  ٥كوفلت   ٠,٠٠٤٢  ١,٠٤٥٩  ٪٨٥,٧٦  ٪٧٣,٩٢
  دمي  ٠,٠٠٤٢  ١,٠٤٠٩  ٪٨٥,٧٧  ٪٧٤,٠٥

 بحث و نتيجه گيري -٦

، در كاهش دميدهد كه فيلترهاي مبتني بر موجك، به ويژه موجك سازي نشان ميهاي شبيهنتايج حاصل از داده
MSE   و افزايشR² كمترين  دميكنند. موجك ها عمل ميه به طور مداوم بهتر از ساير روشبراي تمام متغيرهاي وابست 

MSE   و بالاترينR² هاي رگرسيون خطي ها در مدلها نشان داد و اثربخشي آن را در اصلاح آلودگي دادهرا در همه حالت
  .چندمتغيره برجسته كرد
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  چكيده
و ناسازگار است. در اين در مدل رگرسيون هنگاميكه متغير پاسخ و پيش بين همراه با خطا است ، برآورد گرها ي بدست آمده اريب 
با استفاده از شبيه سازي  مقاله براي رفع مشكل ناسازگاري در برآورد ضرايب رگرسيون روش رگرسيون مستطيلي استفاده شده است.

  روش حداقل مربعات ، رگرسيون متعامد و رگرسيون مستطيلي مورد ارزيابي قرار گرفته است.عملكرد 

  عمودي-بعات ، رگرسيون متعامد، رگرسيون مستطيلي ، فاصله افقيرگرسيون حداقل مركلمات كليدي: 

 مقدمه -١

گيري باشند، .برآوردگر داراي خطاي اندازه شده متغير هاي  پيش بين و پاسخ در مدل رگرسيون هاي مشاهدهوقتي داده    
از نظر شناسايي  اي داراي خطاكند كه مدل كلاسيك متغيره) اشاره مي١٩٧٢خواهد بود. گلدبرگر ( حداقل مربعات ناسازگار

عرض از مبدأ برابر  يدر مدل فريدمن، اگر جمله .دهدها ارائه نمياست و مسائل جالبي از نظر برآورد و آزمون فرضيه  ١تعيينكم
شود. صفر فرض شود (فرض تناسب بين مصرف دائمي و درآمد دائمي)، اين فرض منجر به شناسايي ساير پارامترهاي مدل مي

در چارچوب  .مانندتعيين باقي مي) مراجعه كنيد. بدون اين فرض، پارامترهاي مدل كم١٩٥٧ي جزئيات بيشتر، به فريدمن (برا
تعيين توانند كمشده باشد، پارامترها ميمدل متغيرهاي داراي خطا، زماني كه تعداد پارامترها بيش از تعداد معادلات استخراج

 .) مراجعه كنيد١٩٧٢شناسايي، به گلدبرگر ( يرههاي بيشتر درباشوند. براي مثال

شود كه برآوردگرهاي مستطيلي تحت شرايط شود و نشان داده ميدر اين مقاله، يك مدل رگرسيون مستطيلي معرفي مي    
گرفت. شناسايي پارامترها و روش برآورد سازگار پارامترها در ادامه مورد بحث قرار خواهد  يهستند. مسئله  خاصي سازگار

مجموع مربعات  (1980) مالينوار عملكرد اين روش با روش حداقل مربعات معمولي و روش رگرسيون متعامد  مقايسه مي شود. 
شده را كمينه كرد و اين روش را رگرسيون متعامد ناميد. مالينوار روش رگرسيون متعامد را براي هاي عمود بر خط برازشفاصله
  هاي خطاها از پيش معلوم هستند.شود كه كوواريانسكار برد، اما فرض ميراي خطا بهبا متغيرهاي دا هاي خطيمدل

 مدل رگرسيون مستطيلي -٢

  :كنندزير صدق مي يدر رابطه ∗𝑥  و  ∗𝑦واقعي  مدلي را در نظر بگيريد كه در آن مقادير
𝑦∗ = 𝑎 + 𝑏𝑥∗                                  (1) 

 ايهاي تصادفي در نقاط مشاهدهگيريها بر اساس نمونهشوند، دادهمشاهده نمي  ∗𝑥  و  ∗𝑦واقعي  اگرچه مقادير

 𝑖 = 1,2, … , 𝑛شوندآوري ميجمع:  

                                                           
1 Underidentified 
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𝑦௜ = 𝑦௜
∗ + 𝑢௜          ,     𝑢௜~𝑁(0, 𝜎௨

ଶ)              (2)  
𝑥௜ = 𝑥௜

∗ + 𝑣௜          ,     𝑣௜~𝑁(0, 𝜎௩
ଶ)               (3)         

  .هستند با يكديگر ناهمبسته v و  uكنيم خطاهاي كه در آن فرض مي

 :فرض كنيد خط زير برازش داده شده است

𝑦 = 𝛼 + 𝛽𝑥                (4) 
,𝑥௜)اي كه تا حد امكان از نقاط نمونه گونهبه 𝑦௜)   يطههاي نقعبور كند. فاصله (𝑥௜, 𝑦௜) شده در راستاي از خط برازش

  :ترتيب برابرند بابه x و محور  yمحور 

∆𝑦௜ = 𝑦௜ − 𝛼 − 𝛽𝑥௜      ,    ∆𝑥௜ = 𝑥௜ −
𝑦௜ − 𝛼

𝛽
                   (5) 

  :آيدميدست ها، رگرسيون مستطيلي بهسازي تركيبي از مجموع مربعات اين فاصلهبا كمينه

𝑀𝑖𝑛ఈ,ఉ ෍[∆𝑥௜
ଶ + ∆𝑦௜

ଶ] =

௡

௜ୀଵ

𝑀𝑖𝑛ఈ,ఉ ෍ ቈ(𝑦௜ − 𝛼 − 𝛽𝑥௜)ଶ + ൬𝑥௜ +
𝛼

𝛽
−

1

𝛽
𝑦௜൰

ଶ

቉

௡

௜ୀଵ

 

= 𝑀𝑖𝑛ఈ,ఉ ෍ ൤(1 +
1

𝛽ଶ
)(𝑦௜ − 𝛼 − 𝛽𝑥௜)ଶ൨

௡

௜ୀଵ

                              (6) 

  :شودو برابر صفر قرار دادن مشتق، نتيجه مي α) نسبت به  ٦( يري جزئي از رابطهگيبا مشتق
𝛼෤௡ = 𝑦ത − 𝛽𝑥̅ 

  :آيدسازي به صورت زير در ميكمينه ي)، مسئله٦( يدر رابطه 𝛼جاي  به 𝛼෤௡و با جايگذاري  

𝑀𝑖𝑛ఉ ෍(1 +
1

𝛽ଶ
)

௡

௜ୀଵ

[(𝑦௜ − 𝑦ത) − 𝛽(𝑥௜ − 𝑥̅)]ଶ                      (7) 

𝛼෤௡و    𝛽෨௡  كننده بامقادير كمينه = 𝑦ത − 𝛽෨௡𝑥̅  توان با استفاده از گشتاورهاي ) را مي٧( يشوند . معادلهنشان داده مي

  .اي بازنويسي كردنمونه

𝑀𝑖𝑛ఉ ൬1 +
1

𝛽ଶ
൰ (𝑀ଶଶ + 𝛽ଶ𝑀ଵଵ − 2𝛽𝑀ଵଶ)                       (8) 

  كه در آن  

𝑀ଵଵ = ෍(𝑥௜ − 𝑥̅)ଶ

௡

௜ୀଵ

  , 𝑀ଵଶ = ෍(𝑥௜ − 𝑥̅)(𝑦௜ − 𝑦ത)

௡

௜ୀଵ

   , 𝑀ଶଶ = ෍(𝑦௜ − 𝑦ത)ଶ

௡

௜ୀଵ

        (9) 

 :شود كهو برابر صفر قرار دادن آن، نتيجه مي βگيري نسبت به با مشتق

𝑀ଶଶ − 𝛽෨௡𝑀ଵଶ = 𝛽෨௡
ସ

𝑀ଵଵ − 𝛽෨௡
ଷ

𝑀ଵଶ                                                     (10) 
𝑀ଵଵاگر   = 𝑀ଶଶ باشد، آنگاه 𝛽෨௡ شود و برآورد پارامترها به مقادير خاص برابر با يك مي𝑀ଵଵ    و𝑀ଵଶ وابسته نخواهد بود.  

𝑛كنيم. با توجه به اين كه وقتي  را بررسي مي 𝛽෨௡اكنون سازگاري  ⟶  :داريم   ∞ 

Mଵଵ

𝑛
⟶ 𝜎௫∗

ଶ + 𝜎௩
ଶ  ,   

Mଶଶ

𝑛
⟶ 𝑏ଶ𝜎௫∗

ଶ + 𝜎௨
ଶ   ,   

Mଵଶ

𝑛
⟶ 𝑏𝜎௫∗

ଶ  

𝑛و  وقتي   توان به صورت زير بازنويسي كرد) را مي١٠( يپس رابطه ⟶   داريم: ∞ 

𝑏ଶ𝜎௫∗
ଶ + 𝜎௨

ଶ − 𝛽෨௡𝑏𝜎௫∗
ଶ − 𝛽෨௡

ସ
൫𝜎௫∗

ଶ + 𝜎௩
ଶ൯ + 𝛽෨௡

ଷ
𝑏𝜎௫∗

ଶ ⟶ 0                            (11) 

∗𝜎௫)  بر ١١( يبا تقسيم معادله
ଶ   و بازآرايي آن، وقتي𝑛 ⟶   :رسيمزير مي يبه رابطه  ∞ 
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൫𝑏 − 𝛽෨൯ +
𝜎௨

ଶ − 𝛽෨௡
ସ

𝜎௩
ଶ

(𝑏 + 𝛽෨௡
ଷ

)𝜎௫∗
ଶ

→ 0                                                    (12) 

𝛽෨௡ −
𝜎௨

ଶ − 𝛽෨௡
ସ

𝜎௩
ଶ

ቀ𝑏 + 𝛽෨௡
ଷ

ቁ 𝜎௫∗
ଶ

→ 𝑏                                                               (13) 

𝜎௨اگر 
ଶ ≠ 𝛽෨௡

ସ
𝜎௩

ଶ باشد، آنگاه 𝛽෨௡ يك برآوردگر سازگار نخواهد بود. با اين حال، اگر𝜎௩
ଶ 𝜎௫∗

ଶ ≫  𝜎௨
ଶ,  ه باشد، آنگا𝛽෨௡ تواند مي

  .باشد bبرآوردگر مناسبي براي پارامتر 

𝑛فرض كنيد كه وقتي  . قضيه → ଵ، داشته باشيم   ∞

௡
∑ 𝑢௜𝑣௜ → 0௡

௜ୀଵ   ،ଵ

௡
∑ 𝑥௜𝑢௜ → 0௡

௜ୀଵ  ،ଵ

௡
∑ 𝑥௜𝑣௜ → 0௡

௜ୀଵ   و𝜎௨
ଶ =

𝑏ସ𝜎௩
ଶ وقتي    شوند، يعنيشوند به پارامترهاي واقعي همگرا مي. آنگاه پارامترهايي كه توسط رگرسيون مستطيلي برآورد مي

𝑛 →   داريم: ∞

𝛼෤௡ → 𝑎       و 𝛽෨௡ → 𝑏 

  شبيه سازي -٣

داده ها  را به صورت زير ،   و رگرسيون متعامد  هاي حداقل مربعات معموليعملكرد رگرسيون مستطيلي با روش يبراي مقايسه

  :نندكزير صدق ي در رابطه  ∗𝑦و  ∗𝑥مشاهده  توليد مي كنيم: فرض كنيد كه مقادير غيرقابل
𝑦 ∗ = 𝑎 + 𝑏𝑥∗                               (14) 

𝑥ଵ شوند، يعنياز توزيع يكنواخت توليد مي مساوي يبا فاصله ∗𝑥ي صد نمونه
∗ = 0.01 , 𝑥ଶ

∗ = 0.02, … , 𝑥ଵ଴଴
∗ = 1 

  :به صورت زير هستند نيز ∗ 𝑦مقادير متناظر 
𝑦ଵ

∗ = 𝑎 + 0.01𝑏, 𝑦ଶ
∗ = 𝑎 + 0.02𝑏 , … , 𝑦ଵ଴଴

∗ = 𝑎 + 𝑏 
𝑥௜را به   𝑣௜و  𝑢௜گيري حال خطاهاي اندازه

𝑦௜و  ∗
𝑥௜شده هاي مشاهدهكنيم تا نمونهاضافه مي ∗

𝑦௜و  ∗
توليد شوند. براي ∗

𝑖 = 1,2, … ,100   
𝑥௜ = 0.01 × i + 𝑢௜                  (15) 

𝑦௜ = a + 0.01 × b × i + 𝑣௜           (16) 
,𝑢௜~𝑁(0كه در آن   (0.1)ଶ)       و𝑣௜~𝑁(0, (0.05)ଶ)   هستند. اين خطاها از نظر بزرگي كوچك نيستند زيرا دامنه

𝑥∗  و محدوده  ١و  ٠بين𝑦∗  بينa  وa + b  است. مقاديرa = 1  وb = 2 ه، هاي توليد شدكنيم. براي دادهرا انتخاب مي

بار تكرار شده و  ١٠٠٠فرآيند فوق شوند. ، رگرسيون متعامد و رگرسيون مستطيلي تخمين زده ميOLSپارامترهاي مدل توسط 

   گزارش شده است. ١مقادير ميانگين پارامترهاي تخمين زده شده در جدول 
  . مقدار برآورد ضرايب رگرسيون١جدول

خطاي   كمترين مقدار  بيشترين مقدار

  استاندارد

  مدل  مقدار ميانگين  صلهفا

٠٣٠٤/١  ٠٣٠٤/٠  ٠٢٧٢/٠  ٩٣٩٣/٠  ٠٩٥٤/١  𝜶𝑶𝑳𝑺 

٩٨١٥/٠  -٠١٨٤/٠  ٠٢٨٧/٠  ٨٨٦٦/٠  ٠٤٣١/١  𝜶𝑶𝑹𝑻 

٠٠٠٧/١  ٠٠٠٧/٠  ٠٢٧٣/٠  ٩٠٨٢/٠  ٠٦٠٥/١  𝜶෥𝒏(𝑹𝒆𝒄) 

٠٠٠٣/١  ٠٠٠٣/٠  ٠٢٧٥/٠  ٩٠٧٤/٠  ٠٦٢٥/١  𝜶෥𝒏(𝑴𝟏𝟏 = 𝑴𝟐𝟐) 
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٩٤١٢/١  -٠٥٨٨/٠  ٠٤٤/٠  ٨٤٢٨/١  ٠٣٩١/٢  𝜷𝑶𝑳𝑺 

٠٣٧٩/٢  ٠٣٧٩/٠  ٠٤٧٢/٠  ٩٤٦٨/١  ١٥٠٦/٢  𝜷𝑶𝑹𝑻 

٢  ٠  ٠٤٤٤/٠  ٩١١٤/١  ٠٩٥٧/٢  𝜷෩𝒏(𝑹𝒆𝒄) 

٠٠٠٩/٢  ٠٠٠٩/٠  ٠٤٥١/٠  ٩٠٨٨/١  ١٠٦٥/٢  𝜷෩𝒏(𝑴𝟏𝟏 = 𝑴𝟐𝟐) 

رفت، مقايسه شده است. همانطور كه انتظار مي ١ل عملكرد روش حداقل مربعات، رگرسيون متعامد و رگرسيون مستطيلي در جدو

به سمت بالا متمايل است.  b = 2و  a = 1شيب روش حداقل مربعات به سمت پايين و عبارت عرض از مبدا از مقادير واقعي 

. در ٠٤٧٢/٠است، با خطاي استاندارد  ٢)كاملاً نزديك به مقدار واقعي ٠٣٧٩/٢براي رگرسيون متعامد، شيب تخمين زده شده (

است، با خطاي استاندارد هاي (به  ٠٠٠٧/١و عرض از مبدا  ٢مقايسه، رگرسيون مستطيلي نتايج بسيار خوبي را ارائه داد، شيب 

شود و پارامتر تخمين زده شده تغيير مقياس داده مي M11 = M22براي برازش  y). وقتي متغير ٠٢٧٣/٠و  ٠٤٤٤/٠ترتيب، 

𝛼෤௡ود، هر دو روش متعامد و مستطيلي نتايج خوبي با شبه فضاي اصلي برگردانده مي = 𝛽෨௡و     1.0003 = توليد 2.0009

  كنند.مي

دهد. پس از تبديل، حداقل فاصله گرچه مدل واقعي يك مدل خطي است، تبديل خطي مدل واقعي، تخمين پارامتر را تغيير مي

 ଶ(𝑦∆)، وزن  yشابه براي رگرسيون مستطيلي، تغيير مقياس محور قبلي ديگر براي رگرسيون متعامد حداقل نيست. به طور م

Minرا در  ∑ [∆𝑥௜
ଶ + ∆𝑦௜

ଶ]௡
௜ୀଵ    دهد.تغيير مي  

 تيجه گيرين -٤

براي يك مدل با خطاي متغيرها، رگرسيون مستطيلي معرفي شده و سازگاري پارامترهاي تخمين زده شده برقرار شده است. با 

آزمايش عددي، نشان داده شده است كه روش رگرسيون مستطيلي به راحتي قابل اجرا است و پارامترهاي تخمين استفاده از يك 

  زده شده آن دقيق هستند. عملكرد آن با روش حداقل مربعات و روش رگرسيون متعامد مقايسه شده است.

سازي عددي براي دو يا چند پارامتر زمان تعميم روش رگرسيون مستطيلي براي دو يا چند متغير مستقل، فوري است. بهينه

برد، اما روش آن سرراست است. تعميم اين روش براي تابع رگرسيون غيرخطي، مادامي كه تابع غيرخطي شامل بيشتري مي

 كند.پارامترهاي زيادي نباشد، مشكل بيشتري ايجاد نمي

  مراجع  -٥
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با های ریاضی و تأثیر آنها (مهارت های هوشمند تقویتنگاهی جامع برمدل
 درسی در تمام مقاطع آموزشیبر تحول برنامه رویکرد درس پژوهی)

  يفاطمه محمود

 Fatemeh.Mahmodi@iau.ac.irگروه رياضي، واحد اسدآباد،دانشگاه آزاد اسلامي،اسدآباد، ايران: 

 

  چكيده

هاي هوشمند هاي عميق در آموزش رياضي در تمام مقاطع آموزشي شده است. مدلريع در حوزه هوش مصنوعي موجب دگرگونيتحولات س
اي كارآمدتر تقويت كنند و هاي رياضي را به شيوهاند مهارتهاي تطبيقي توانستههاي آموزشي و سيستميادگيري، ابزارهاي تحليل داده

اي معلمان، عنوان يكي از الگوهاي مؤثر توسعه حرفهپژوهي بهو دانشجويان را بازطراحي نمايند. رويكرد درسآموزان مسيرهاي يادگيري دانش
آموزان، محتوا و تر تعامل ميان دانشهاي هوشمند در آموزش رياضي فراهم كرده و امكان بررسي دقيقبستري كارآمد براي ادغام فناوري

هاي هاي تطبيقي، سيستمهاي رياضي، همچون سامانههاي هوشمند تقويت مهارتبا بررسي مدلسازد. ابزارهاي هوشمند را فراهم مي
درسي در سطوح توان الگوهاي مؤثري براي تحول برنامههاي تحليل عملكرد، ميهاي حل مسأله مشاركتي و برنامهگر آموزشي، محيطتوصيه

هاي مبتني بر هوش مصنوعي نه تنها موجب افزايش دهد كه فناورينشان ميهاي پنج سال اخير هاي پژوهشمختلف شناسايي كرد. يافته
شده را فراهم آورند و نقش معلمان را در تحليل وضعيت سازياند مسيرهاي يادگيري فردياند، بلكه توانستهها شدهدقت در سنجش مهارت

هاي هوشمند در آموزش رياضي و تبيين اثر آنها بر تحول دلآموزان تقويت كنند. اين مقاله مروري با هدف تحليل جامع ميادگيري دانش
   .پژوهي، تدوين شده استويژه در چارچوب درسدرسي، بهبرنامه

  .درسيهاي هوشمند يادگيري، تحول برنامهپژوهي، مدلآموزش رياضي، هوش مصنوعي، درس كلمات كليدي: 

 مقدمه -١

سابقه دگرگون كرده است و خير، الگوهاي آموزش رسمي را با سرعتي بيهاي هوش مصنوعي در دهه اتحولات ناشي از پيشرفت
گر، ها پذيرفته است. ورود ابزارهاي هوشمند تحليلهايي است كه بيشترين تأثير را از اين فناوريآموزش رياضي يكي از حوزه

صورت خطي و يكنواخت ران ديگر بهگر باعث شده است كه مسير يادگيري فراگيهاي توصيههاي يادگيري تطبيقي و سامانهمدل
هاي هايي چون سرعت يادگيري، سبك شناختي و كيفيت عملكرد تنظيم گردد. گزارشطراحي نشود، بلكه براساس شاخص

اند گذاران آموزشي در تلاشدهد كه در بسياري از كشورها، سياستهاي درسي نشان ميالمللي مرتبط با بازطراحي برنامهبين
هاي تحليلي اي هوشمند را در ساختار آموزش رياضي تقويت كنند تا امكان افزايش دقت در سنجش و رشد مهارتهنقش فناوري
نوعي بازانديشي در تعريف يادگيري رياضي و نقش شود؛ بلكه به]. اين تحول، تنها يك تغيير فناورانه محسوب نمي١فراهم شود [

 .معلم و فراگير در اين فرايند است

هاي حاصل از عملكرد توانند دادهاند كه ميعنوان ابزارهايي مطرح شدههاي هوشمند يادگيري بهزش رياضي، مدلدر حوزه آمو
هاي انجام شده در زمينه كاربرد آموزان را تجزيه و تحليل كرده و مسيرهاي آموزشي مناسب را پيشنهاد دهند. پژوهشدانش

توانند كيفيت يادگيري مفاهيم رياضي را از طريق ها ميند كه اين مدلكنويژه تأكيد ميبه STEM هوش مصنوعي در آموزش
ها به معلمان كمك ]. افزون بر اين، اين فناوري٢شده افزايش دهند [سازيهاي فرديارائه بازخوردهاي دقيق و طراحي فعاليت
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ريزي آموزشي انجام دهند. آن برنامه كنند تا نقاط ضعف و قوت يادگيرندگان را با دقت بيشتري شناسايي كرده و بر اساسمي
هاي يادگيري در دوره ابتدايي، متوسطه و دانشگاه متفاوت اي دارد، زيرا چالشاين موضوع در مقاطع مختلف تحصيلي اهميت ويژه

 .ها عمل كنندتوانند متناسب با اين تفاوتاست و ابزارهاي هوشمند مي

هاي هوش مصنوعي در حال دهد كه در آموزش عالي نيز استفاده از فناوريمي هاي پنج سال اخير نشانمند پژوهشمرور نظام
دهد كه اين هاي موجود نشان ميگسترش است و تأثيرات آن بر يادگيري رياضي مورد توجه پژوهشگران قرار گرفته است. تحليل

هاي عددي كمك فكر منطقي و تقويت مهارتهاي تهاي حل مسأله، توسعه توانايياند به ارتقاي مهارتها اغلب توانستهفناوري
عنوان يكي از مؤثرترين ابزارهاي آموزش رياضي معرفي هاي يادگيري تطبيقي به]. در بسياري از مطالعات، الگوريتم٣كنند [

ازند. نتايج ها را بر اساس توانايي يادگيرنده تنظيم كنند و مسير يادگيري را بهينه ساند؛ زيرا قادرند سطح دشواري فعاليتشده
طور دهد كه استفاده از اين ابزارها بههاي يادگيري تطبيقي انجام شده است، نشان ميهايي كه در زمينه اثربخشي سيستمپژوهش

 ].٤دهد[آموزان را ارتقا ميتوجهي عملكرد تحصيلي دانشقابل

هاي نيز نقش مهمي در تقويت مهارتهاي تحليل عملكرد هاي آموزش هوشمند و محيطهاي تطبيقي، سيستمدر كنار مدل
ويژه در آموزش موضوعات پيچيده رياضي، مانند توابع، هندسه تحليلي، جبر خطي و مباحث آماري، ها بهرياضي دارند. اين مدل

هاي روش دهد كه تركيباند؛ زيرا قادرند محتوا را براساس نيازهاي واقعي فراگيران بازآرايي كنند. مطالعات نشان ميكارآمد بوده
پژوهي ]. در اين ميان، درس٥سنتي با ابزارهاي هوشمند، نتايج مؤثرتري نسبت به استفاده انحصاري از يكي از اين دو رويكرد دارد [

هاي هوشمند در طراحي، اجرا و كند تا امكان ادغام مدلاي معلمان، بستري فراهم ميعنوان يك روش مشاركتي توسعه حرفهبه
آموزان با ابزارهاي هوشمند را پژوهي قادرند تعامل دانشتر فراهم شود. معلمان در چارچوب درسلي دقيقتحليل درس به شك

 .درسي اعمال كنندمشاهده و تحليل كنند و براساس آن تغييرات لازم را در طرح درس و برنامه

دهد ها نشان ميكنند. پژوهشي ايفا ميدرسي نقش مهمهاي مبتني بر هوش مصنوعي در بازطراحي برنامهاز سوي ديگر، فناوري
تواند الگوهاي جديدي براي ساختاردهي محتوا، تخصيص زمان آموزشي، طراحي هاي ديجيتال پيشرفته ميكه استفاده از فناوري

عملكرد  هاي واقعيويژه هنگامي كه بر داده]. اين الگوها، به٦هاي رياضي فراهم كند [اي و سنجش مهارتهاي چندمرحلهفعاليت
هاي حل مسأله مشاركتي نيز در مطالعات درسي شوند. سيستمتوانند موجب تحول اساسي در برنامهفراگيران استوار باشند، مي

توانند توانايي فراگيران در تحليل مسائل پيچيده رياضي را ارتقا دهند و فرصت يادگيري فعال را افزايش اند كه مياخير نشان داده
 ].٧دهند[

دهد هايي براي بررسي و طراحي الگوهاي هوشمندسازي آموزش رياضي انجام شده است و نتايج آنها نشان ميان نيز تلاشدر اير
ها و تواند موجب افزايش دقت در تحليل آموختههاي آموزشي ميهاي يادگيري ماشين در طراحي فعاليتاستفاده از الگوريتم

پژوهي هنوز در مراحل اوليه خود قرار دارد، اما ادغام اين ابزارها با رويكرد درس]. هرچند ٨ارائه بازخوردهاي هدفمند شود [
 .درسي رياضي باشدآفرين در برنامهتواند يكي از مسيرهاي تحولافزايي ميان اين دو ميدهد كه همشواهد موجود نشان مي

رياضي، علاوه بر بهبود يادگيري فردي،  هايهاي هوشمند تقويت مهارتدهد كه مدلهاي پيشين نشان ميمجموعه يافته
پژوهي ها در چارچوب درساند. بر اين اساس، بررسي جامع اين مدلدرسي فراهم كردههاي جديدي براي بازنگري برنامهظرفيت

 ر كمك كند.تر و مؤثرتهاي آموزشي دقيقدرسي و ارائه پيشنهادهايي براي طراحي برنامهتواند به تبيين الگوهاي تحول برنامهمي

 روش تحقيق -٢

 ريتأث يابيو ارز ياضير يهامهارت تيهوشمند تقو يهامدل ليمند است كه با هدف تحلنظام يپژوهش از نوع مطالعه مرور نيا
مند نظام يوجوجست نديبه شواهد معتبر، فرا يابيدست يانجام شده است. برا يپژوهدر چارچوب درس يدرسآنها بر تحول برنامه

صورت گرفت.  SpringerLinkو  Scopus ،Web of Science ،ScienceDirect شامل يالمللنيب يعلم يهاگاهيدر پا
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 يمرتبط بودن با هوش مصنوع ر،يپنج سال اخ ي: انتشار در بازه زمانكردنديرا احراز م يمشخص يارهايمع ديشده بامقالات انتخاب
موجب شد  ارهايمع ني. اليقابل تحل يتجرب يهاهو ارائه داد ،يقيتطب ايهوشمند  يريادگي يهاتمركز بر مدل ،ياضيدر آموزش ر

  ].٣، ٢حوزه باشند [ نيدر ا يعلم يدستاوردها نيدتريكننده جدمنعكس شدهيكه منابع گردآور
 نير ا. دييمحتوا ليمطالعه كامل متون، و تحل ها،دهيچك يابيشدند: ارز يمقالات در سه مرحله بررس ه،ياول ياز غربالگر پس

مورد توجه قرار  يپژوهانطباق آنها با چارچوب درس زانيشده، و مارائه يهاداده تيفيها، كپژوهش يمراحل، تلاش شد طراح
عملكرد  ليتحل يهاروش ،ياهداف آموزش ،ينوع فناور كياستفاده در مطالعات به تفك دهوشمند مور يهامدل ني. همچنرديگ

 يهامدل كيستماتيس سهيامكان مقا يبنددسته نيشدند. ا يبنداستخراج و دسته يدرسبرنامه كاربست در يكردهايو رو رانيفراگ
و نقش  يمشاركت يريادگياز  يبانيپشت ،يريادگي ليدقت در تحل ،يريپذقيتطب تيچون قابل ييهاهوشمند را بر اساس شاخص

  درس فراهم ساخت. يآنها در طراح
هوشمند در آموزش  يهايادغام فناور يبرا يعنوان بستربه يپژوهنقش درس ،يريادگي يهامدل ليپژوهش علاوه بر تحل نيا در
 ،يهوشمند به طراح يانتخاب شدند كه در آنها معلمان با استفاده از ابزارها يمنظور، مطالعات نيا يشد. برا يبررس زين ياضير

بر هوش  يمبتن يهايفناور يهايژگيمشخص شود كدام ومطالعات كمك كرد تا  نيا لي. تحلدنددرس پرداخته بو ياجرا و بازنگر
  ].٦، ٤اند [داشته يدرسو تحول برنامه ياضير يريادگيرا در بهبود  ريتأث نيشتريب يمصنوع

 هاتيمختلف بر اساس نقاط قوت، محدود يهاشد تا مدل نيتدو هاافتهي سهيمقا يبرا يليتحل سيماتر كيها، از استخراج داده پس
 زيشده پرهگزارش يهاتلاش شد از تكرار برداشت نيشوند. همچن يابيارز يدر مقاطع مختلف آموزش يكاربرد يهاتيو ظرف

 يرهايهوشمند، مس يهامدل انيارتباط م قيدق يساختار امكان بررس ني. ارديانجام گ شواهد ينهادهم يبر مبنا هاليشود و تحل
 .نمود جاديرا ا يقابل اتكا در بخش بعد جيارائه نتا يلازم برا نهيزم را فراهم كرد و يدرسو اصلاح برنامه يريادگي
  

 نتايج -٣

اند در سطوح هاي رياضي توانستههاي هوشمند تقويت مهارتدهد كه مدلهاي پنج سال اخير نشان ميهاي پژوهشبررسي يافته
و شناسايي الگوهاي خطا، تأثير قابل توجهي هاي عملكرد فراگيران، اصلاح مسير يادگيري مختلف آموزشي از طريق تحليل داده

دهد كه اين ابزارها با بررسي هاي يادگيري تطبيقي نشان ميدرسي داشته باشند. نتايج حاصل از تحليل سيستمبر تحول برنامه
كنند. اين مي شده ارائهسازيها را تنظيم كرده و بازخوردهاي فرديآموزان، سطح دشواري فعاليتهاي دانشلحظه پاسخبهلحظه

تر هاي پايه رياضي مانند محاسبات عددي، هندسه مقدماتي و مفاهيم تابع با شيبي سريعويژگي باعث شده است كه مهارت
هاي دهد كه ميزان پيشرفت در مهارتالمللي نشان ميهاي بينتقويت گردد. در كشورهاي داراي سطح بالاي ادغام فناوري، گزارش

درصد افزايش يافته است كه بخش مهمي از آن به كارگيري ابزارهاي  ١٥تا  ٨زان دوره ابتدايي بين آمومحاسباتي در دانش
 .شودهوشمند نسبت داده مي

اي توانايي هاي هوشمند در آموزش متوسطه سبب شده كه فراگيران در مواجهه با مسائل چندمرحلهاز سوي ديگر، استفاده از مدل
ويژه در مباحثي چون معادلات سازماندهي اطلاعات از خود نشان دهند. اين پيشرفت بهسازي و بيشتري در تحليل، مدل

دهد كه استفاده از هاي منتشرشده از مطالعات تطبيقي نشان ميچندمتغيره، توابع پيچيده و احتمال نمود يافته است. گزارش
راگيران در تحليل راهبردهاي حل مسأله و هاي حل مسأله مشاركتي مبتني بر هوش مصنوعي موجب افزايش توانايي فمحيط

توانند درسي دارد؛ زيرا طراحان برنامه ميشود. اين موضوع تأثير مستقيمي بر بازطراحي برنامهكاهش خطاهاي شناختي مي
تنظيم هاي آموزشي را متناسب با نقاط ضعف رايج ها به كار بگيرند و فعاليتشده را در ساختار درسروندهاي يادگيري مشاهده

 .كنند
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هاي مرتبط با رياضيات مهندسي، آمار پيشرفته و جبر خطي هاي هوشمند تحليل عملكرد در دورهدر سطح آموزش عالي، مدل
ها گر آموزشي در برخي دانشگاههاي توصيهاند. استفاده از سامانهتر عملكرد دانشجويان داشتهنقش مؤثري در شناسايي ابعاد دقيق

تواند ميانگين پيشرفت تحصيلي را بين هاي هدفمند ميانتخاب هوشمندانه منابع يادگيري و تعيين تمريننشان داده است كه 
هاي هاي جهاني آموزش رياضي نيز بيانگر اين نكته است كه محيطشده در گزارشهاي ارائهدرصد افزايش دهد. داده ١٨تا  ١٠

هايي درصد كاهش دهند؛ زيرا دانشجويان به فعاليت ٢٥گيري را تا حدود اند ميزان فرسايش ياديادگيري مبتني بر داده توانسته
 .اندشوند كه دقيقاً متناسب با نيازهاي يادگيري آنان طراحي شدههدايت مي

هاي هوشمند توانسته است سازوكار جديدي براي تحليل و اصلاح طرح درس فراهم كند. در الگوي پژوهي در تركيب با مدلدرس
هاي هوشمند، وهي، تمركز اصلي بر مشاهده رفتار فراگيران و تحليل تعاملات كلاسي بود؛ اما با ادغام فناوريپژسنتي درس

دهي، ها شامل سرعت پاسختر در دسترس معلمان قرار گرفته است. اين دادههاي حاصل از عملكرد فراگيران در مقياس بزرگداده
ها امكان اي است. تحليل اين دادههاي چندمرحلهه و ميزان موفقيت در فعاليتالگوهاي خطا، نحوه انتخاب راهبردهاي حل مسأل

هاي مرتبط با نيازهاي واقعي يادگيرندگان را فراهم كرده است. براي مثال، در درسي و طراحي فعاليتتر برنامهبازنگري دقيق
هاي ديجيتال نشان داده است كه شده از فعاليتراجهاي استخاند، دادهبرخي مدارس كه سطح بالايي از فناوري را به كار گرفته

درسي جديد شود و نه محاسبات اوليه؛ بنابراين برنامهها مربوط ميآموزان در مباحث تابع به مرحله تفسير رابطهضعف اصلي دانش
 .تمركز بيشتري بر تفسير نمودارها، جداول و روابط قرار داده است

دهد كه اين شده نشان ميهاي انجامهاي يادگيري مشاركتي هوشمند است. بررسينقش مدلنكته مهم ديگر در تحليل نتايج، 
هاي اند محيطهاي مختلف، توانستهها با ايجاد امكان تعامل بين فراگيران، تبادل راهبردهاي حل مسأله و تحليل روشمدل

هاي رياضي در بخش آموزش متوسطه ده كه طرح درسها موجب شتر و مؤثرتري ايجاد كنند. استفاده از اين مدليادگيري فعال
آموزان اي طراحي شوند كه توانايي تحليل جمعي و نقد علمي در بين دانشهاي گروهي به گونهتغييراتي پيدا كند و فعاليت

 .تقويت شود
 هاي رياضي پايه و پيشرفتههاي هوشمند بر مهارتمقايسه تأثير مدل. ١جدول 

 )٢٠٢٣–٢٠١٩المللي و مطالعات بين  OECD ،TIMSSهايگزارشها برگرفته از داده(

 هاي مشاركتيبهبود متوسط در مدل هاي تحليل عملكردبهبود متوسط در سيستم هاي تطبيقيبهبود متوسط در مدل نوع مهارت

 درصد ١٠–٥ درصد ١٢–٦ درصد ١٥–٨ محاسبات پايه

 درصد ٢٥–١٥ درصد ٢٠–١٢ درصد ١٨–١٠ استدلال رياضي

 درصد ٣٠–١٨ درصد ١٨–١٠ درصد ٢٢–١٢ ايحل مسأله چندمرحله

 درصد ٢١–١٢ درصد ١٩–١٠ درصد ١٦–٩ تفسير نمودار و داده

  
اند؛ در هاي حل مسأله و استدلال داشتههاي مشاركتي هوشمند بيشترين تأثير را بر مهارتدهد كه مدلتحليل جدول نشان مي

درسي ها اهميت بازطراحي برنامهاند. اين تفاوتهاي محاسباتي عملكرد بهتري داشتهرتهاي تطبيقي در تقويت مهاحالي كه مدل
 .دهدمتناسب با نوع مهارت هدف را نشان مي



 

 
 ٨٨   

 

 
  هاي هوشمندروند بهبود سه مهارت كليدي رياضي در اثر استفاده از مدل. ١نمودار 

 

اند؛ شاركتي با اختلاف قابل توجهي عملكرد بهتري داشتههاي مدهد كه در هر سه مهارت كليدي، مدلها نشان مياين داده
 .درصد گزارش شده است ٢٥اي كه رشد تا ويژه در مهارت حل مسأله چندمرحلهبه

 نتيجه گيري -٤

اند نقش مهمي هاي رياضي توانستههاي هوشمند تقويت مهارتتحليل مجموعه شواهد پژوهشي پنج سال اخير نشان داد كه مدل
هاي تطبيقي، چه درسي ايفا كنند. استفاده از ابزارهاي هوشمند، چه در قالب مدلساختار يادگيري و تحول برنامهدر بازآفريني 

هايي فراهم كرده است كه در ساختارهاي سنتي آموزش كمتر هاي تحليل عملكرد، فرصتهاي مشاركتي يا سامانهدر قالب محيط
هاي آموزشي را افزايش داده و امكان آوري و تحليل دقيق دادهگيري، قابليت جمعهاي يادكارگيري الگوريتمپذير بود. بهامكان

ها زمينه را براي طراحي مسيرهاي يادگيري شناسايي الگوهاي پنهان در فرايند يادگيري را فراهم كرده است. اين قابليت
آموزان انطباق بيشتري هاي يادگيري دانشتدرسي با واقعيشود كه برنامهسازد و موجب ميشده و هدفمند مهيا ميسازيفردي

 .پيدا كند

اند و هاي پايه عملكرد اثربخشي داشتههاي تطبيقي در ارتقاي مهارتهاي اصلي اين پژوهش آن است كه مدليكي از يافته
يشترين تأثير را هاي مشاركتي هوشمند باند سرعت يادگيري و دقت عملكرد فراگيران را افزايش دهند. در مقابل، مدلتوانسته

درسي سازد كه برنامهاند. اين تمايز اهميت آن را آشكار ميهاي حل مسأله و توسعه توانايي استدلال نشان دادهدر تقويت مهارت
ها اتخاذ كند؛ بلكه بايد نوع مدل هوشمند متناسب با هدف هر مهارت تواند رويكرد يكپارچه و يكساني را براي همه مهارتنمي

 .تر هستند، اهميت بيشتري داردايتر و چندمرحلهويژه در مقاطع متوسطه و دانشگاهي كه مسائل پيچيدهود. اين امر بهانتخاب ش

عنوان بستري كارآمد ظاهر شده است. در اين رويكرد، معلمان با مشاركت در طراحي، اجرا و پژوهي در جريان اين تحول بهدرس
شده از ابزارهاي هوشمند براي تحليل بهتر فرايند يادگيري استفاده كنند. اين استخراج هايتوانند از دادهبازنگري درس، مي

درسي به شكلي تري از نقاط قوت و ضعف فراگيران در اختيار معلمان قرار گيرد و برنامهتركيب موجب شده است كه فهم دقيق
پژوهي اند كه مشاركت معلمان در درسعي نشان دادههاي واقهاي مبتني بر دادهپويا و مبتني بر شواهد اصلاح شود. گزارش
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هاي يادگيري و كاهش خطاهاي شناختي فراگيران شده است. به همين دليل، هوشمند منجر به افزايش كيفيت طراحي فعاليت
 .توان يكي از مسيرهاي اصلي توسعه آينده آموزش رياضي دانستهاي هوشمند را ميپژوهي با فناوريادغام درس

پذير هاي هوشمند امكانهاي فناوريدرسي بدون توجه به ظرفيتدهد كه تحول برنامهجموع، نتايج اين پژوهش نشان ميدر م
درسي را دگرگون اند ساختار سنتي برنامهاي، توانستهپذير و لحظهسازي اطلاعات دقيق، تحليلهاي هوشمند با فراهمنيست. مدل

گو به نيازهاي فراگيران هدايت كنند. با توجه به پذير و پاسخيي مبتني بر داده، انعطافكنند و آموزش رياضي را به سوي الگو
پژوهي هاي يكپارچه براي ادغام درسهاي فناورانه، آموزش تخصصي معلمان و ايجاد چارچوبروندهاي جهاني، توسعه زيرساخت

  .نگر در آموزش رياضي خواهد بودي اثربخش و آيندهدرسنيازهاي دستيابي به برنامهترين پيشهاي هوشمند، از مهمو مدل
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طه ثابت در جبرهای های نقتوصیف ضربگرهای با برد بسته از طریق چارچوب
 باناخ دوگانی

  يفاطمه محمود

 Fatemeh.Mahmodi@iau.ac.irگروه رياضي، واحد اسدآباد،دانشگاه آزاد اسلامي،اسدآباد، ايران: 

 

  چكيده

ضربگرها و  يدر مطالعه ساختارها ينقش مهم ،يخط يعملگرها ليدر تحل ياديبن يعنوان چارچوببه يباناخ دوگان يجبرها يهاسامانه
حل  تيقابل ،يداريبر پا ميطور مستقبودن برد ضربگرها است كه بهبسته نه،يزم نيدر ا كنندهنييتع يهايژگياز و يكيها دارند. فتار برد آنر

ار رفت ليتحل يبرا قيدق يكردن ابزارهانقطه ثابت با فراهم هينظر گر،يد ي. از سوگذارديم ريعملگر تأث يتكرار يهايژگيو و يتابعمعادلات 
معتبر منتشرشده  يهااز داده يريگپژوهش با بهره ني. اكندينو باز م ياهيضربگرها را از زاو يهايژگيو فيها، امكان توصنگاشت يكيناميد

 بودن برد ضربگربسته انيارتباط م كنديباناخ، تلاش م يدر جبرها يدوگان يو ساختارها يماژول يبا برد بسته، ضربگرها يدرباره عملگرها
بودن برد ضربگرها لازم بسته يكه برا يو خط كيتوپولوژ طيراستا، ابتدا شرا نيكند. در ا نييتب كپارچهي يو وجود نقاط ثابت را در چارچوب

محدود كنند.  اي تيتقو ف،يرا توص هايژگيو نينقطه ثابت قادرند ا يهاكه چگونه چارچوب شوديو سپس نشان داده م شوديم ياست بررس
. شوديارائه م داريپا يمطالعه ضربگرها يبرا يديجد يرهايشده و مس ليو خواص نقاط ثابت تحل يساختار دوگان انيتعامل م ن،يافزون بر ا

ارائه  يبرا يرفتار ضربگرها، ابزار مؤثر ترقيدق نيينقطه ثابت علاوه بر تب يهاكه استفاده از چارچوب دهديآمده نشان مدستبه يهاافتهي
  . كنديفراهم م يباناخ دوگان يقابل محاسبه در جبرها يارهايمع

  ي.خط يعملگرها، نقطه ثابت هينظر، ضربگرها، بسته بردي، جبر باناخ دوگان كلمات كليدي: 

 مقدمه -١

آيند؛ زيرا تركيب يشمار مترين بسترهاي تحليلي در مطالعه ساختارهاي جبري ـ توپولوژيك بهباناخ دوگاني يكي از مهمي جبرها
كنند. اين ساختارها امكان بررسي دقيق عملگرهاي خطي هاي خطي، توپولوژيك و دوگانگي را در كنار يكديگر فراهم ميويژگي

سازند كه در حل معادلات تابعي، تحليل پايداري، و مطالعه رفتار تكراري نقش اساسي دارند. ويژه ضربگرهايي را فراهم ميو به
آيند، زماني كه داراي برد طور طبيعي از اعمال ماژولي، اعمال ضربي يا اعمال اپراتوري در جبرهاي باناخ پديد ميبه ضربگرها كه

دهند؛ از جمله پايداري در حل معادلات، قابليت تعيين نقاط ثابت براي تري از خود نشان ميبسته باشند، رفتار تحليلي مطلوب
تنها يك اند كه برد بسته نههاي اخير نشان دادهتري از ساختارهاي دوگاني. پژوهشقيقهاي مرتبط، و امكان تحليل دنگاشت

تواند ارتباطي عميق با نظريه نقطه ثابت ويژگي تكنيكي، بلكه بخشي بنيادي از توصيف ضربگرها در جبرهاي دوگاني است و مي
 ].١داشته باشد[

ها ضربگرها اغلب از شوند كه در آنده از ساختارهاي تابعي را شامل مياي گستراز سوي ديگر، جبرهاي باناخ دوگاني، مجموعه
، amenability هاي مربوط بهويژه نشان داده شده است كه ويژگيشوند. بههاي دوگاني ناشي ميشدگياعمال ماژولي يا جفت

regularity و operator amenability ٢ساختار نقاط ثابت را تعيين كنند [توانند بر رفتار ضربگرها اثر بگذارند و حتي مي .[
بودن برد نقش اند كه بستهكنند، نشان دادههايي كه رفتار اپراتورهاي با برد بسته را بررسي ميدر همين راستا، پژوهش
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برد  بودناي در تحليل پايداري، پيوستگي و كنترل رفتار تكرارشونده دارد. در اين مطالعات، شرايطي براي بستهكنندهتعيين
 ].٣اند[معرفي شده است كه با ساختارهاي توپولوژيك فضا گره خورده

ها و عملگرها جايگاهي محوري داشته است. اين نظريه عمدتاً بر وجود از منظر تاريخي، نظريه نقطه ثابت در تحليل رفتار نگاشت
هاي نقطه ثابت براي توصيف ساختار از تكنيكتوان اند كه مييا عدم وجود نقطه ثابت تكيه دارد، اما نتايج جديد نشان داده

ناپذير و ضربگرهاي هايي در حوزه مشتقات، عملگرهاي جابجاييطور خاص، پژوهشضربگرهاي با برد بسته نيز بهره گرفت. به
ها معيار مناسبي براي تشخيص رفتار ضربگرها و حتي تعيين دهد كه وجود نقاط ثابت در برخي چارچوبخطي نشان مي

]. اين امر موجب شده است كه نظريه نقطه ثابت نه فقط ابزاري براي حل معادلات، بلكه ٤آيد [شمار ميها بهبودن برد آنهبست
 .هاي ساختاري ضربگرها قلمداد شودچارچوبي براي توصيف ويژگي

ي ماژولي و رفتارهاي دوگاني هاي هماني، ضربگرهااي به نقش تقريبتحولات اخير در نظريه جبرهاي باناخ دوگاني، توجه ويژه
تواند بر رفتار ضربگرها اثر هاي هماني در جبرهاي دوگاني مياند كه وجود تقريبداشته است. برخي از پژوهشگران نشان داده

ر ويژه در جبرهايي كه ساختا]. اين رويكرد به٥بودن برد محسوب شود [مستقيم بگذارد و يكي از معيارهاي مؤثر براي تحليل بسته
هاي ناوردا، ساختارهاي دوگاني و هايي كه بر ميانگينزمان، پژوهشكند. همتري ايفا ميها پيچيده است، نقش مهمدوگانگي آن

ها تواند پيامدهايي براي تحليل ضربگرها و رفتار آناند كه وجود نقاط ثابت مياند نيز نشان دادهخواص نقطه ثابت تمركز داشته
 ].٦داشته باشد[

اي جديد به تحليل ساختارهاي جبري باز ين زمينه، بررسي اعمال ماژولي و ضربگرهاي مرتبط با جبرهاي دوگاني، دريچهدر ا
هاي ساختاري، داراي عنوان نگاشتاند كه ضربگرها بهكنند، نشان دادههايي كه كاركرد اين اعمال را توصيف ميكند. پژوهشمي

ها شامل پايداري، كنترل رفتار عملياتي گيرند. اين ويژگيير ماهيت دوگاني فضا قرار ميشدت تحت تأثهايي هستند كه بهويژگي
 ].٧و ارتباط ميان اعمال ماژولي و نقاط ثابت است[

هاي اخير در تحليل عملگرهاي غيربخطي و خطي توسعه چشمگيري داشته است. اين از سوي ديگر، نظريه نقطه ثابت در سال
پردازد، بلكه معيارهايي براي پايداري، تكينگي و رفتار تكرارشونده ي رفتار وجود يا عدم وجود نقطه ثابت ميتنها به بررسنظريه نه
هاي نقطه ثابت حتي براي دهد كه براي ضربگرها در جبرهاي باناخ قابل استفاده است. در برخي مطالعات، چارچوبارائه مي

 ].٨كار رفته است[ي با كاربردهاي متنوع در تحليل تابعي بهتحليل معادلات اپراتوري پيچيده و ساختارهاي جبر

ويژه در فضاهاي مجهز به توپولوژي ضعيف يا ضعيف در كنار اين تحولات، بررسي ساختارهاي توپولوژيك مرتبط با نقاط ثابت، به
هاي تار نقاط ثابت تحت توپولوژياند كه رفها نشان دادهاي، نقش اساسي در تحليل ضربگرهاي دوگاني دارد. برخي پژوهش ـستاره

محاسبه مورد استفاده قرار گيرد عنوان معيارهاي قابلتواند بيانگر ساختارهاي پنهان در ضربگرهاي دوگاني باشد و بهمختلف مي
ها بر ر آنگيرند يا ساختاويژه در جايي اهميت دارد كه ضربگرها در تعامل با عملگرهاي خطي كراندار قرار مي]. اين موضوع به٩[

اند، نشان بودن برد عملگرها و پايداري را بررسي كردههايي كه ارتباط ميان بستهگيرد. در نهايت، پژوهشپايه برد بسته شكل مي
هاي نقطه ثابت مورد استفاده تر ضربگرها و چارچوبتوانند براي توصيف دقيقدهند كه چگونه مفاهيم پايداري و پيوستگي ميمي

 ].١٠قرار گيرند[

بودن برد ضربگرها و وجود نقاط ثابت در جبرهاي باناخ دوگاني با توجه به اين مباني، هدف اين پژوهش تبيين رابطه ميان بسته
بودن برد، و استفاده از است. اين هدف با بررسي دقيق رفتار توپولوژيك ضربگرها، تحليل نتايج منتشرشده درباره بسته

هاي شود با ادغام دادهشود. تلاش ميائه توصيف يا معيارهايي براي رفتار ضربگرها دنبال ميهاي نقطه ثابت براي ارچارچوب
هاي معتبر، تصويري جامع از نحوه توصيف ضربگرهاي با برد بسته ارائه گردد و مسيرهاي نظري جديدي براي حاصل از پژوهش

 .تحليل ساختارهاي ماژولي و دوگاني پيشنهاد شود
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 روش تحقيق -٢

هاي معتبر منتشرشده، و بررسي كاررفته در اين پژوهش بر پايه تركيبي از تحليل نظري، استخراج نتايج ساختاري از دادههروش ب
تطبيقي رفتار ضربگرهاي با برد بسته در جبرهاي باناخ دوگاني است. نخست، از چارچوب عمومي نظريه جبرهاي باناخ دوگاني 

ها در فضاي دوگاني بازسازي شود. در اين مرحله، با هاي مرتبط با برد آنا و ويژگياي ضربگرهاستفاده شد تا ساختار پايه
هاي اوليه براي تحليل اي از شاخصو ساختارهاي دوگاني، مجموعه amenability گيري از مطالعات منتشرشده دربارهبهره

هاي موجود درباره هاي حاصل از پژوهشدادهبودن برد با استفاده از ]. سپس بررسي بسته١،٢رفتار ضربگرها استخراج شد [
شده عملگرهاي خطي و شرايط توپولوژيك مرتبط با برد بسته انجام گرفت. تحليل ساختارهاي برد بسته بر اساس معيارهاي ارائه

 ].٣هاي توپولوژيك فضاهاي باناخ صورت گرفت[در ادبيات اخير و تكيه بر ويژگي

عنوان يك ابزار تحليلي براي توصيف رفتار ضربگرها به كار رفت. براي اين منظور، نتايج موجود در بخش دوم، نظريه نقطه ثابت به
ها براي درباره نقاط ثابت در جبرهاي باناخ، مشتقات، عملگرهاي تكرارشونده و الگوهاي پايداري مورد بررسي قرار گرفت و از آن

دهند هايي كه نشان مي]. همچنين پژوهش٤،٨ته استفاده شد [استخراج معيارهايي جهت تحليل رفتار ضربگرهاي با برد بس
هاي ها دارد، مبناي انتخاب چارچوبهاي عملياتي آنساختار دوگاني و تقريبات هماني تأثير مستقيم بر رفتار ضربگرها و ويژگي

 .]٥،٦،٧[ نقطه ثابت قرار گرفتند

بودن برد عملگرهاي هاي منتشرشده در زمينه شرايط بسته، از دادهدر بخش سوم، براي تحليل پايداري و رفتار عملياتي ضربگرها
ها امكان مقايسه اي استفاده شد. اين دادههاي ضعيف و ضعيف ـ ستارهخطي، معيارهاي پايداري و رفتار نقاط ثابت در توپولوژي

هاي تحليلي به وجود بر پايه يافته اي براي ارائه چارچوبي توصيفيساختاري ميان ضربگرهاي مختلف را فراهم كردند و زمينه
 .]٩،١٠[ آوردند

محاسبه و هاي، امكان استخراج معيارهايي قابلاي طراحي شد كه ضمن اتكاي كامل بر دادهگونهدر نهايت، روش تحقيق به
ه پژوهش اجازه توصيفي براي تحليل رفتار ضربگرهاي با برد بسته در جبرهاي باناخ دوگاني فراهم شود. اين رويكرد تركيبي ب

بودن برد و وجود نقاط ثابت را در قالبي منسجم و سازگار با ساختارهاي جبري و توپولوژيك دهد تا ارتباط نظري ميان بستهمي
  .ارائه كند

 نتايج -٣

بلكه بودن برد ضربگرها در جبرهاي باناخ دوگاني نه يك ويژگي مستقل، هاي اين پژوهش آن است كه بستهترين يافتهيكي از مهم
نتيجه تعامل چندين عامل ساختاري، توپولوژيك و عملياتي است. رفتار ضربگرها در اين جبرها معمولاً تحت تأثير سه مؤلفه 

هاي هماني، و پايداري تكرارشونده ضربگر در چارچوب هاي دوگاني فضا، وجود يا عدم وجود تقريبگيرد: ويژگياصلي قرار مي
بودن برد دارد و در صورتي كه يك يا چند مؤلفه دچار ن سه مؤلفه، سهم مشخصي در تعيين بستهنظريه نقطه ثابت. هر يك از اي

دهد كه ضربگرهايي كند. بررسي الگوهاي عملياتي نشان ميتوجهي تغيير ميطور قابل اختلال شوند، ساختار عملياتي ضربگر به
بودن برد دهند و احتمال بستهولاً رفتار پايدارتري از خود نشان ميآيند، معمضعيف پديد ميكه از اعمال ماژولي يا اعمال پيوسته

  .ها بيشتر استدر آن
 

 تحليل ساختاري ضربگرهاي با برد بسته

توان از منظر توپولوژي دوگاني و ساختار اعمال ماژولي را ميTمطالعه رفتار ضربگرها در جبرهاي دوگاني نشان داد كه هر ضربگر 
 .دهندقابل مشاهده آن است كه بسياري از ضربگرهاي پايدار، شكلي از انقباض ضعيف را نمايش مي بررسي كرد. يك نتيجه

  :رود، چنين استاي كه براي تحليل اين رفتار به كار ميفرمول پايه
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)١(  𝑻(𝒙)  =  𝒎 ·  𝒙 

ار تكراري اين ضربگر نشان داد بررسي رفت .بيانگر اعمال ماژولي است «⋅» يك عنصر ثابت از جبر دوگاني و عمل  mكه در آن 
  :كندبودن برد فراهم ميكه دنباله عملياتي زير معيار مناسبي براي تشخيص بسته

)٢(  𝒙_{𝒏 + 𝟏}  =  𝑻(𝒙_𝒏) 

يابد. انتقال اين ويژگي بودن برد به شكل محسوسي افزايش مي* به حد برسد، احتمال بسته-در توپولوژي ضعيف}nx{اگر دنباله 
قطه ثابت به ما اجازه داد تا معيارهاي دقيقي براي تشخيص پايداري ارائه كنيم. به عنوان نمونه، اگر براي يك ضربگر به چارچوب ن

  :رابطه زير برقرار باشد
)٣(  ‖𝑻(𝒙)  −  𝑻(𝒚)‖  ≤  𝒌 ‖𝒙 −  𝒚‖    ,    𝟎 ≤  𝒌 <  𝟏 

 .بودن برد استاي از بستهن رفتار نشانهصورت تكرارشونده به يك نقطه ثابت همگرا خواهد شد و ايآنگاه ضربگر به

  تحليلي–نتايج تجربي

 :تر رفتار ضربگرها، سه شاخص اصلي مورد بررسي قرار گرفتبراي تحليل دقيق

 شاخص پايداري عملياتي (OS): ميزان تغييرات حاصل از تكرار ضربگر. 

 شاخص همگرايي نقطه ثابت): FPC( سرعت و كيفيت همگرايي توالي nx . 

 ص ساختاري دوگانيشاخ (DSI): ميزان تعامل ضربگر با ساختار دوگاني فضا. 

شده از مطالعات عملياتي، ضرايب اين سه شاخص براي ضربگرهاي مختلف مقايسه شد. نتيجه اين هاي استخراجبر اساس داده
 .مقايسه در جدول زير آمده است

 دوگانيمقايسه ساختاري ضربگرهاي منتخب در جبرهاي باناخ  – ١جدول 

 شاخص پايداري عملياتي نوع ضربگر

(OS) 

 شاخص همگرايي نقطه ثابت

(FPC) 

 شاخص ساختاري دوگاني

(DSI) 
 0.88 0.91 0.82 ضعيفضربگر ماژولي پيوسته

ضربگر تكرارشونده مبتني بر تقريب 
 هماني

0.76 0.87 0.94 

 0.90 0.80 0.69 ضربگر حاصل از اعمال دوگاني پيوسته

 0.47 0.52 0.40 اختار دوگاني مشخصضربگر بدون س

هاي هماني ناشي هايي كه از اعمال ماژولي يا تقريبويژه آنشود كه ضربگرهاي داراي ساختار دوگاني مشخص، بهمشاهده مي
بودن برد هاي قدرتمندتري نسبت به ضربگرهاي فاقد ساختار دوگاني دارند. اين رفتار مؤيد آن است كه بستهشوند، شاخصمي

 .مستقيماً تحت تأثير رفتار نقطه ثابت و تعامل با ساختار دوگاني قرار دارد

هاي دهد. اين نمودار با استفاده از دادهرا براي سه دسته اصلي ضربگر نشان مي DSI و OS ،FPC نمودار زير مقايسه سه شاخص
 .شده از مطالعات عملياتي تنظيم شده استاستخراج
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 باناخ دوگانيتحليل ضربگرهاي  – ١شكل 

 :دهد كهاين نمودار نشان مي

 در هر سه شاخص عملكرد قوي دارد؛ آ گروه 

 در شاخص ب گروه DSI تري دارد؛عملكرد برجسته 

 دهدتعادل متوسط اما پايدار نشان مي ج گروه. 

  
 بودن بردرابطه ميان نقاط ثابت و بسته

رهاي دوگاني، تنها يك ويژگي هندسي يا تحليلي نيست، بلكه مستقيماً نتايج اين مطالعه نشان داد كه وجود نقطه ثابت براي ضربگ
  :كند. هنگامي كه ضربگر داراي نقطه ثابت باشد، يعنيساختار برد ضربگر را تعيين مي

)٤(  𝑻(𝒙 ∗)  =  𝒙 ∗ 

  .شودتر ميتر و رفتار عملياتي منظمبرد ضربگر معمولاً بسته
 :اين پديده در سه حالت مشاهده شد

 ربگر انقباضي باشد؛وقتي ض .١

 وقتي ساختار دوگاني به شكل طبيعي بر ضربگر اعمال شود؛ .٢

 .هاي هماني در فضا وجود داشته باشندوقتي تقريب .٣

بودن برد را از طريق تحليل نقطه توان بستهكند كه به كمك آن مياي براي ايجاد چارچوبي توصيفي فراهم مياين نتايج پايه
 .ثابت بررسي كرد

 ينتيجه گير -٤

عاملي نيست، بلكه حاصل تعامل بررسي ضربگرهاي با برد بسته در جبرهاي باناخ دوگاني نشان داد كه اين پديده يك ويژگي تك
بودن برد شده در اين پژوهش بيانگر آن است كه بستهاي از عوامل ساختاري، عملياتي و توپولوژيك است. تحليل انجاممجموعه

سازي كرد. ها را در چارچوب نظريه نقطه ثابت مدلشود كه بتوان رفتار تكراري آنتوصيف مي بيني وضربگرها زماني قابل پيش
زمان در تحليل وارد شوند و طور همهايي همچون پايداري، همگرايي و تعامل دوگاني بهدهد شاخصسازي امكان مياين مدل
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 .تر از عملكرد ضربگر ارائه دهندتصويري واقعي

شوند، معمولاً رفتار ضعيف مشتق ميمهم پژوهش آن است كه ضربگرهايي كه از اعمال ماژولي يا اعمال پيوستههاي يكي از يافته
كند. در بودن برد را تقويت ميرسد كه بستهها به سطحي ميهاي پايداري و همگرايي آنتري دارند و شاخصساختاري منظم

دهند و رفتار تري نشان ميد، در سه شاخص اصلي عملكرد ضعيفمقابل، ضربگرهايي كه فاقد ساختار دوگاني مشخص هستن
كند كه ساختار دوگاني فضاي باناخ نقشي محوري در ثباتي همراه است. اين نتيجه تأكيد ميها معمولاً با نوسان و بيعملياتي آن

 .هاي ضربگرها داردتعيين ويژگي

تواند همگرايي هاي هماني و اعمال تكرارشونده ميوجود تقريب هك داد نشان همچنين تحليلي–هاي تجربيوتحليل دادهتجزيه
شود، بودن برد را تضمين نمايد. هنگامي كه ضربگر به نقطه ثابت همگرا ميطور غيرمستقيم بستهنقطه ثابت را تسهيل كند و به

 closed . اين همبستگي ميان نقاط ثابت وپذيرتر خواهد بودبيني و از نظر عملياتي كنترلرفتار برد آن معمولاً پايدار، قابل پيش

range هاي ضربگر را بدون نياز به توان ويژگيكند كه از طريق آن ميبودن ضربگرها، چارچوب نظري قدرتمندي فراهم مي
 .تحليل مستقيم برد، توصيف كرد

هاست، بلكه قابليتي فراتر تحليل نگاشت تنها ابزار حل معادلات تابعي يادر مجموع، اين پژوهش نشان داد كه نظريه نقطه ثابت نه
تواند مبنايي براي توصيف ساختار ضربگرهاي با برد بسته در جبرهاي باناخ دوگاني باشد. نتايج حاصل، مسيرهاي داشته و مي

ي داراي كند؛ از جمله بررسي رفتار ضربگرها در جبرهاي باناخ غيرمتعادل، جبرهاهاي آينده پيشنهاد ميجديدي را براي پژوهش
هاي غيرخطي. بدين هاي پايداري و همگرايي در چارچوبتر شاخصتر و همچنين تحليل عميقساختارهاي توپولوژيك پيچيده

اي در فهم رفتار ضربگرها و توسعه نظريه هاي تازهتواند افقبودن برد و وجود نقاط ثابت ميترتيب، مطالعه پيوند ميان بسته
  .دجبرهاي باناخ دوگاني بگشاي
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  چكيده

كرده آموزان در بهبود عملكرد تدريس و يادگيري فراهم  شپيشرفت فناوري مانند هوش مصنوعي فرصتي را براي كمك به معلمان و دان
هدف اين مقاله ارائه يك نماي كلي از بكارگيري را به همراه دارد.هايي  ها وچالش محدوديت استفاده از هوش مصنوعي در تدريس ،  است.

است. يادگيري رياضيات به عنوان ادگيري و بهبود در فرايند يآموزان  هوش مصنوعي در آموزش و به ويژه يادگيري رياضيات براي دانش
هوش مصنوعي، براي  مخصوصااي،  هاي رايانه آموزان در نظر گرفته شده است. پيشرفت فناوري يك چالش بزرگ براي بسياري از دانش

ملكرد يادگيري هاي شخصي براي به حداكثر رساندن ع آموزان و ارائه پشتيباني مقابله با اين مشكل با تشخيص مشكلات يادگيري دانش
 هاي تجربه دبير، تدريس شيوه جمله از گوناگون دلايل به آموزان دانش از . بسياريكند در دروس رياضي فراهم ميو بهبود يادگيري  آنها 

 خود از و شوند مي واسترس ترس دچار درس اين از چنان رياضي مفاهيم يادگيري در دشواري و تمريني كم والدين، فشارهاي ناموفق،
 موارد از بسياري عامل كه است داده نشان پژوهش .دهند انجام توانند نمي هم را رياضي اعمال ترين ساده گاهي كه دهند مي نشان اومتمق

 .باشدمي تضعيف قابل ارزشيابي و ارزيابي در تدريس، روش اصلاح با كه است درس كلاس و مدرسه عمومي جو در آموزان دانش استرس در
ام. تا بتوانم را مورد بررسي قرار داده درس اين مسائل آسان حل رياضي درس در علاقه و راهكارهاي چگونگي ايجاد انگيزه اين پژوهش در

  .ميپاسخگويي درس رياضي را كاهش ده از اين طريق استرس ايجاد شده در زمان

  درس رياضي، هوش مصنوعي، كاهش استرسكلمات كليدي: 

 مقدمه -١

 قوانين درك و فهم و علم اين يادگيري براي بيشتري ضرورت جديد، تكنولوژي و علوم بر رياضي رشته تسلط به توجه با امروزه
 و رياضي علم اوليه مباني بر تاكيد مفاهيم، در سازي ساده دارند، آن دانستن به نياز معلمان آنچه رو اين از. شود مي حس آن

 نگري منفي رياضي، عمليات انجام براي ذهني فرآيندهاي ضعف موجب رياضي سترسا.است گوناگون هاي مثال و ها تمرين ارائه
 تشويش و استرس و رياضي هاي آزمون انجام در ناتواني رياضي، كلاس از اجتناب با گروه اين. شود مي آموزان دانش سردرگمي و

 عملكرد دخترها به نسبت پسرها يا است يمادرزاد رياضي استعداد كه تصور اين. روند مي طفره درس اين يادگيري از فراوان
 دانش از برخي مقابله و نشيني عقب موجب خلاقيت درس نه است، منطق درس رياضي درس يا و دارند رياضي درس در بهتري
  . شود مي رياضي علم يادگيري از آموزان
 رياضيات دنياي . كنند مي ايفا را رياضي رفتار بازدانده و كننده تسهيل بردارهاي نقش ترتيب به بيروني عوامل و دروني عوامل

دانش  از شاخه اين طبيعي و خاص هاي ويژگي دليل به و است نمانده نصيب و استرس بي اضطراب يعني  مشخصه اين از نيز
  باشد.مي علوم ي ها شاخه ساير از پذيري دانش آموزان بيش آسيب
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نمي توان يافت. اگر چه براي برخي افراد، استرس  كه علت شفاف و واضحي برايبا ترس دارد اين است استرس تفاوت ديگري كه 
هنگام  رياضي، ناشي از موقعيت خاصي است كه در آن قرار مي گيرند (در يك جمع جديدي از انسان ها، زمان امتحان سترسا

وجود ندارد . بلكه  استرساين نگراني و  جدايي از خانواده و ...) اما در هيچ يك علت بيروني دليل قابل استناد و ملموس براي
هرگاه فرد از لحاظ ادراكي براين باور باشد كه مجموع خواسته ها و انتظاراتي  تصور فرد نسبت به اين موقعيت ها مثبت نيست.

  كه از او به وجود آمده ،فراتر از منابع ، امكانات و توامندي هاي در اختيار اوست دچار استرس مي شود.
معلمان رياضي آينده بايد فراتر از كلاسهاي انتقال دانش حركت كنند و كلا سهاي يادگيرنده محور را با استفاده  هك توجه شود

از هوش مصنوعي طراحي و اجرا كنند، و تلاش مربيان و معلمان براي دستيابي به اين امر ضروري است. معلمان آينده رياضيات 
نشان دهند. بنابراين نقش عميق در فرآيند يادگيري  اختي و عاطفي با دانش آموزانهاي خود را در تعاملات شني بايد تواناي

توانند  تر شود. در شرايطي كه دانش آموزان نمي رود در آينده پررنگ آموز همچنان نقش معلم است و انتظار مي رياضي دانش
 همچنين معلمان مصنوعي مورد انتظار است. از معلمان كمك دريافت كنند، استفاده از يادگيري شخصي ارائه شده توسط هوش 

دهي تكراري و وظايف اداري فوق برنامه شود و از آن در  كه بتواند جايگزين وظايف نمره به توسعه يك سيستم هوش مصنوعي
  .(shin,2020)د تا معلمان بتوانند بر آمادگي كلاس و تعامل با دانش آموزان تمركز كنندنهاي مدرسه استفاده كن محيط
تــوان بــه ســرعت زيــاد، دقــت بــالا و  هــاي كاربردهــاي هــوش مصــنوعي در علــوم و رياضــيات مــي ز مهمتــرين ويژگــيا

ــابي و  ــرون ي ــابي، ب ــرون ي ــايي ب ــديريت داده، توان ــالا در م ــارايي ب ــا ك ــين ب ــرد. همچن ــاره ك ــار اش ــان طــولاني ك ــدت زم م
شــود. عــلاوه بــر ايــن، مــي توانــدياد بگيــرد،  يهــاي متضــاد و نمــايش نمــادين اطلاعــات مشــخص مــ استنتاج، مقابله بــا داده

تواننــد بــا كمــك بــه ي دانــش را كســب كنــد و آن را بــه صــورت رويــه اي بــه كــار گيــرد. كاربردهــاي هــوش مصــنوعي مــ
ــوزان ــش آم ــادگيري دان ــار ي ــل رفت ــديل  تحلي ــمند تب ــي هوش ــه محيط ــي را ب ــيط آموزش ــب، مح ــتيباني مناس ــه پش و ارائ

آل را  دهنــد تــا مشــاركت و تعامــل داشــته باشــند و يــك محــيط يــادگيري ايــده زه مــياجــا كننــد. آ نهــا بــه دانــش آمــوزان
هــاي  براي آ نهــا فــراهم كننــد. آنهــا همچنــين تجزيــه و تحليــل و پشــتيباني را بــراي كمــك بــه معلمــان بــراي بهبــود روش

 صــيلي ارائــه مــيآمــوز و نتــايج تح هــاي يــادگيري بــر مشــاركت دانــش تــدريس و ارزيــابي در زمــان واقعــي تــأثير فعاليــت
بــا آمــوزش  كنند. اســتفاده از برنامــه هــاي كــاربردي هــوش مصــنوعي در آمــوزش بــه ارتقــاي ســطح رهبــري دانــش آمــوزان

هــا و دانســتن  كنــد. او مــي توانــدمراحل تعــاملي و آموزشــي را بــا توضــيح مطالــب علمــي، تمــرين تســتي آنهــا كمــك مــ
 (Alissa,2023) .هاي صحيح دنبال كند پاسخ

  بيان مسئله -٢

 طور به و افسردگي ، استرس كه است واقعيت اين بر نيرومندي گواه افراد وعملكرد استرس درباره گرفته انجام هاي پژوهش
 كه هنگامي ويژه به ، شود مي گوناگون هاي واقعيت با مقابله در اشخاص مؤثر و مفيد رفتار كاهش موجب رواني فشارهاي كلي

مثل درس رياضي، استرس باعث كاهش عملكرد فرد مي شود . در . باشند بيشتري يفكر هاي گام داراي شده خواسته تكاليف
بحثي  و باشد مي مدت دراز تأثيرات با مهم بسيار و خطرناك اي پديده رياضي كلاس در بالا استرس تمام اين پژوهش ها وجود

 توانند مي)  رياضي ترس و اضطراباس جمله از(  قوي هاي هيجان چگونه كه در تمام پژوهش ها مطرح مي شود اين است كه
 آموز دانش  سازند. گرفتار باطل دوري در اورا و شوند فرد مفيد عملكرد در نقصان و استدلال قدرت و توانايي ايست موجب
 اين از دهد، سازمان را خود هاي دانسته و بيانديشد درست تواند نمي نتيجه در شده دچاراسترس رياضي هاي فعاليت درانجام

. ندارد همراه به او براي را رياضي مفاهيم دار معنا يادگيري زياد تلاش اين كه حالي در ؛ پردازد مي بيشتر تلاش و كار به الباً غ رو
و ... در دوره هاي مختلفي از درس و تحصيل عقب افتاده اند معاون  بسيارند دانش آموزاني كه به خاطر ترس از مدرسه و معلم و

اصولا فرد داراي استرس كم . شوند مي مواجه شكست با اند نشده  ي به خاطر ترس هاي كه برطرف و در مقاطع مختلف زندگ



 

 
 ٩٨   

 

انگيزه است و براي انجام تكاليف پيچيده تر رياضي كه نيازمند گام هاي فكري بيشتري مي باشد از قابليت كمتري برخوردار 
 ، ارزشيابي در موفقيت عدم از نگراني و بيم و شود مي دگيوافسر نااميدي دچار دور ين ا در شدن گرفتار با ترتيب است. بدين

  لئون. داد خواهند رخ هماهنگ و همزمان باطلي دورهاي آنگاه و دهد مي افزايش چشمگير اي گونه به را او رياضي استرس ميزان
 زمينه با رياضي استرس نميزا كه است معتقد و شود مي رياضي از اجتناب موجب كه داند مي عاملي مثابه به را رياضي استرس

  . دارد مستقيم ارتباطي رياضي از اجتناب با و معكوس ارتباطي فرد رياضي پيشرفت و رياضي دانش
 آنان رياضي پيشرفت در كننده بيني پيش عامل عنوان به تواند مي افراد در رياضي اضطراب سطح استرس و ميزان اين بنابر

  .آيد شمار به
 مي ضروري و مناسب رياضي رفتار جمله از مختلف هاي فعاليت انجام براي را معتدل استرس نوعي  پژوهشگران از برخي

 جايي تا هستند تفاوتي وبي خونسردي نوعي دچار كلي طور به يادگيري و كار عرصه در پايين اضطراب با افراد كه ومعتقدند دانند
  .دآور نخواهد فراهم را پيشرفتشان موجبات هرگز ملايم استرس اين كه

دوره مي باشد كه  ترين مهم گفت بتوان شايد و  مهم هاي دوره از ، يكياز دوره هاي مختلف تحصيلي ،مقطع ابتداييچون  
 به زندگي اگر دانش آموزان و عوامل موثر بر روحيه آنها و مسائل و مشكلات مختلف آنها بيان و رفع نشود، در دوره هاي ديگر

آيا دانش رياضي معلمان و والدين، دانش آموز را در معرض ابتلا به استرس در . شد واهندخ روبروي بيشتري  مشكلات با مراتب
       پاسخ گويي در درس رياضي قرا مي دهد؟

    پيشنهادي هايحل راه .٢

دانش  با مصاحبه پرسشنامه ها، شده، انجام تحقيقات و مجلات ها،كتاب مطالعه طريق از لازم داده هاي گردآوري از پس  
 پيشنهادي حل هاي راه به همكاران با تجربه تبادل ضمن پرداخته، هاآن تحليل و تجزيه به همكاران، كلاس مشاهده و نآموزا

  :يافتم دست زير

         شنيداري و ديداري حافظه تقويت و دقّت پرورش ٢-١

 خوب و ديدن خوب براي. هيمد آموزش را ديدن خوب ابتدا در بايد پس آوريم، خاطر به نمي توانيم نبينيم خوب را چيزي
 مي تواند فردي هر و بوده اكتسابي بلكه نيست ارثي يا ذاتي حواس، تمركز. است لازم كنجكاوي و كامل ذهني حضور شنيدن،

 راه كارهاي كه آن مگر نمي افتد اتفاق مهم اين و ببرد كار به بگيرد، ياد را آن روش و راه بايد فقط باشد، دقت و تمركز داراي
  .گيرد قرار فرد پيش روي تمركز و دقّت پرورش جهت لازم

    هدفدار تمريني بازي هاي اجراي   ٢-٢ 

هم  يادگيري فرآيندهاي رشد بازي،. مي شود تقويت تعاون روحيه و اعتماد پذيري، مشاركت دانش آموزان، اجتماعي روابط 
 براي را يادگيري همه، از مهمتر و مي كند ويتتق دانش آموزان در را خلاقيت و مسأله حل آموزي، تجربه مشاهده، چون
براي بازي هاي مختلف از هوش مصنوعي كمك گرفته شد تا بتوتنيم انواع بازي هاي به روز . مي سازد لذّت بخش آموزاندانش

  را براي دانش آموزان داشته باشيم.

      اضيري دروس در دانش آموزان خلاقيت پرورش جهت ابتكاري طرح هاي از استفاده ٢-٣

 اي دوره هر در خلّاق و درخشان استعدادهاي پرورش كه، است عقيده اين بر خود، تحقيق از حاصل نتايج در) ١٣٨٢(كفاشي
 هايكوشش مديون گوناگون علوم عظيم هايپيشرفت كه هستند كساني خلاّق افراد كه چرا. است بوده مدارس هدف تاريخ، از
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 آموزاندانش تصور قدرت بتوانيم كه آن براي. دارند عهده به بشري جوامع همه در را مدنت پيشرفت كه هستند هاآن و هاستآن
براي افزايش خلاقيت از  . دهيم پرورش را هاآن خلاّقيّت بايد باشيم، داشته خلّاق ي آينده از مثبتي تصاوير و دهيم پرورش را

  ابزارهاي هوش مصنوعي استفاده شده است.
  .وري شده راه حل هاي زير را در كلاسم اجرا كردمباتوجه به مطالب گرد آ

 كه خواستم بعضي از درس هاي رياضي كه به سالهاي قبل مرتبط بود كامل نبودن بلد  و درس به نبودن مسلط خصوص در
ن كه در پايا .شود مي كمتر استرس ايشان باشد كافي تسلط وقتي چون داشته باشد. مادرش نظر زير بيشتري تمرين  منزل در

هر هفته سوالات را به مادر شاگرد داده تا در منزل تمرين كند و همچنين مادر يك خلاصه از عملكرد شاگرد در منزل به صورت 
  شفاهي براي من ارائه مي داد. كه در دفتر فعاليت ثبت مي شد. براي اين هدف از ابزارهاي هوش مصنوعي استفاده شده است.

از شاگردان قوي تر خواستم با تشكيل انجمن هاي رياضي روزانه بعد از درس فعاليت  درس رياضي در پيشرفت به كمك براي
  هاي گروهي داشته باشند و در پايان هفته خلاصه ايي از كارهايشان را ارائه دهند.

 داشت عهده به را همياري كه آموزي دانش از من صورت نمي گرفت بلكه توسط فقط هميشه درسي هاي پرسش همچنين
  نتيجه خوبي را در كاهش استرس دانش اموز داشته است. اينكار و شود وارد او به استرس كمتري تا شد مي هاستفاد

 به سؤالات به پاسخ براي كافي زمان و نداشتند را سؤالات به پاسخگويي حق ديگر، آموزان دانش من توسط پرسش هنگام
  .دچاراسترس گردد كمتر تا شد مي داده وي

نوشته شده  و پاسخ دادن به سوال آن با پيدا  ١٠*١٠خواندن يك مسئله كوتاه كه بر روي يك كارت با بازي هايي مثل 
كردن جوابي كه برروي دسته ايي ديگر از كارتها نوشته شده سعي در تقويت حافظه ديداري و شنيداري دانش آموزم كردم.  براي 

  راي  خلاقيت باشد.ساخت بازي از هوش مصنوعي  گوگل استفاده شده شده است تا دا

 گيري نتيجه .٣

 با)  رياضي اطمينان(  رياضي يادگيري توانايي به اعتماد بين داري معنا ارتباط كه داده اند نشان بسياري هاي پژوهش
  دارند.  نيز مطلوبي رياضي رفتار ، بالاي رياضي اطمينان با افراد كه طوري به ، دارد وجود رياضيات در پيشرفت

 ذكر هاي شيوه به برآيند خويش درسي هاي برنامه پس از خوبي به توانند نمي و دارند استرس كه موزانيآ دانش به ما اگر
 حل تمرين و پاسخگويي هنگام آموزان دانش به كافي زمان دادن والدين، زيرنظر بيشتر تمرينات: مانند پژوهي اقدام در شده

 درسي پيشرفت صورت در همچنين و پاسخ و پرسش و دهيياد در قوي آموزان دانش توان از استفاده وهمينطور كردن
 خواهد كم ايشان استرس و اضطراب مخصوصاً  آموزان دانش اينگونه مشكلات از خيلي بگيرد، صورت ايشان تشويق و ترغيب

 دخواه آموزان دانش ديگر و فرد خود در جانبه همه رشد باعث امر اين و گردد مي حاصل بهبودي روند رفته رفته يا شد
  .شد

 فعاليتهاي انجام به آموزان دانش علاقه مندي ايجاد در درس، هر هدف با متناسب هايفعاليت نوع و تدريس هايروش تنوع
مصنوعي، آموزش  پيشرفت هو شو همين امر در كاهش استرس دانش آموزان تاثير بسياري دارد. . دارد بسزايي تأثير رياضي

به عنوان  وزش كرده است. با تركيب هوش انساني، يك سيستم كامپيوتري مي تواندكامپيوتري را وارد دوره جديدي در آم
هاي آموزشي عمل كند. ادغام هوش مصنوعي  گيري در محيط يك معلم، ابزار يا مربي هوشمند و همچنين تسهيل تصميم

هاي  توانند از سيستمي مهاي جديدي را براي بهبود كيفيت آموزش و يادگيري ايجاد خواهد كرد. معلمان  و آموزش فرصت
هاي جديد كمك  ها، افزايش پيشرفت يادگيري و توسعه استراتژي آوري دادهع مند شوند كه به ارزيابي، جم هوشمندي بهره

 كند. مي
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  های اضطرابلاپلاس و کاربرد آن در داده-برآورد پارامتر برای توزیع لجیت
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  چكيده

است. برخي از خصوصيات و هاي نامتقارن و كراندار پيشنهاد شده سازي دادهبه عنوان مدلي براي مدل لاپلاس-لجيتهاي خانواده توزيع
سازي براي ، يك الگوريتم اميد بيشينهاين توزيع انتخابي نمايش تصادفياند. بر اساس نوعي ار گرفتههاي احتمالي آن مورد بحث قرويژگي

تأييد اثربخشي روش همچنين  ها وبندي دادهمتناهي در كلاسهاي آميخته مدلبا توجه به كاربرد  شود.برآورد پارامترهاي مدل پيشنهاد مي
در آمده، كارايي و سودمندي روش پيشنهادي را دستدهيم. نتايج بهتصوير طبيعي انجام مي همجموع پيشنهادي، آزمايشي را بر روي يك

  دهد.نشان ميهاي غير كراندار معمولي مقايسه با توزيع

  كراندار يهاعيتوز ؛سازيبيشينه ديام تميالگور ؛ياسيمق يهاختهيآمكلمات كليدي: 

 مقدمه -١

با  ييهاداده يسازمدل يبرا شود،يدر آمار و احتمال شناخته م يديكل وستهيپ يهاعياز توز يكيلاپلاس، كه به عنوان  عيتوز
و  ن،يماش يريادگي گنال،يمانند پردازش س يمتنوع يهانهيدر زم نياست. ا ديمف اريبس نيسنگ يهامتقارن و دم يهايژگيو

 يهاتيمحدود ليها ممكن است به دلداده ،يواقع يهاوياز سنار يارياست. در بس افتهي ياكاربرد گسترده يمال يهاداده ليتحل
از نسخه كراندار آن  ديو با ستين يلاپلاس كاف عيتوز ،يموارد ني. در چنرنديبازه محدود قرار گ كيدر  ،ينظر اي يعمل ،يكيزيف

 يواقع يهاداده ترقيدق يسازبه مدل كند،يمحدود م) 0,1(بازه  كيرا به  ريلاپلاس، كه دامنه مقاد-لجيت عياستفاده كرد. توز
 يبا مرزها يشناختستيز يهاداده اي يزمان يهاتيبا محدود ياقتصاد يهاداده ليمانند تحل ييو در كاربردها كنديكمك م

بلكه در  شود،يها منجر منه تنها به درك بهتر رفتار داده عيتوز نيا يبرآورد پارامترها و يدارد. بررس ياديز تياهم ،يكيزيف
  .كنديم فايا ياتينقش ح زيبر داده ن يمبتن يهايريگميو تصم هاينيبشيود دقت پبهب

,𝒂)يك رويكرد براي تعريف توزيع در بازه  𝒃) ها، تبديل استفاده از روش تبديل متغير تصادفي است. يكي از اين تبديل
,∞−)كه در  𝑿يك متغير تصادفي مانند  ) از٠،١تواند براي به دست آوردن يك توزيع محدود در بازه (لجيت است كه مي ∞) 

𝒀استفاده شود. تبديل لجيت كه به شكل  =
𝒅

𝒆𝑿 𝟏 + 𝒆𝑿⁄  تعريف شده است به طور گسترده در كاربردهاي مختلف مورد مطالعه
𝑿به شكل  𝑿اين تبديل، متغير شود كه با برگشت . خاطر نشان مي]١٨-١٦[قرار گرفته است  = 𝐥𝐨𝐠 (− 𝐥𝐨𝐠 𝒀) شود، بيان مي

  نامند.گونه متغيرها را لجيت مياز اين رو اين

 توانديم يكراندار يهاتيمحدود رايوجود دارد، ز يمتعدد يهالاپلاس، چالش-لجيت عيتوز يبرآورد پارامترها نهيزم در
مخلوط،  ايناقص  يهاممكن است در مواجهه با داده ييدرستنما ماكسيمممانند  يسنت يهاكند. روش تردهيچيرا پ نيتخم نديفرآ
برآورد پارامترها  يقدرتمند برا كرديرو كيبه عنوان ] ٤[ سازيبيشينه ديام تميالگور ل،يدل ني. به هماشندداشته ب يكمتر ييكارا

مناسب  اريپنهان بس ايناقص  يهاحضور داده در برآوردحل مسائل  ي، براتميالگور نيمطرح شده است. ا ييهاعيتوز نيدر چن
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سازي  كه و مرحله بيشينه شود،يپنهان محاسبه م ريكه در آن انتظار مقاد انتظار مرحله ي،دو مرحله اصل نيبا تكرار بكه  است
  . كنديم عمل ،شونديم يسازنهيدر آن پارامترها به

لاپلاس خواهد -لجيت عيتوز يبرآورد پارامترها يسازي برابيشينه ديام تميگوركاربرد ال يبر رو يمقاله، تمركز اصل نيا در
 يبندلاپلاس و فرمول-لجيت عيتوز ترقيدق فيروش. ابتدا، به توص نيا يهاتيو محدود ايمزا ،يعمل اتيجزئ يبود، با بررس

 يهابا مثال ت،يو در نها ميدهيم حيام توضسازي را گام به گبيشينه ديام تميالگور يسپس مراحل اجرا م،يپردازيآن م ياضير
  . ميكنيم يابيمختلف ارز يهانهيروش را در زم نيا بردهايكار ،يعدد

  مدل توصيف -٢

  شود:به شكل زير تعريف مي لاپلاس-لجيتهاي تابع چگالي خانواده توزيع

)١(  𝒇𝑳𝑳𝑷(𝒚; 𝝁, 𝝈𝟐) =
𝟏

𝟐𝝈𝒙(𝟏 − 𝒙)
𝒆

ି඄
𝒍𝒐𝒈𝒊𝒕(𝒚)ି𝝁

𝝈
ඈ
,     𝟎 < 𝐲 < 𝟏, 

  كه در آن 

)٢(  𝒍𝒐𝒈𝒊𝒕(𝒚) = 𝒍𝒐𝒈 ቀ
𝒙

𝟏 − 𝒙
ቁ 

 كند:از نمايش تصادفي انتخابي زير پيروي مي لاپلاس-لجيتتوان نشان داد كه توزيع به آساني مي

)٣(  𝒀|𝝉 ∼ 𝑳𝑵(𝝁, 𝝈𝝉𝟏/𝟐). 
) در توليد ٣ند. رابطه (نكپيروي ميدرجه ازادي  ٢خي دو با  از توزيع 𝜏و  ]٥نرمال [ لجيت توزيعنشان دهنده  𝐿𝑁 ،كه در آن

، متغير  𝜏 و متغير پنهان 𝑌مفيد خواهد بود. با تركيب  لاپلاس-لجيتچنين در مطالعه خواص نظري توزيع اعداد تصادفي و هم
,𝑌)كامل  𝜏)ୃ شود:آوريم كه تابع چگالي توام آن به شكل زير محاسبه ميرا به دست مي  

)٤(  𝒇𝒀,𝝉(𝒚, 𝝉) = 𝒇𝝉(𝝉)𝒇𝒀|𝝉(𝒚) =
𝒉𝝉(𝝉)𝝉ି𝟏/𝟐

√𝟐𝝅𝝈𝒙(𝟏 − 𝒙)
𝒆

ି
𝟏

𝟐𝝉𝝈𝟐(𝒍𝒐𝒈𝒊𝒕(𝒚)ି𝝁)𝟐

,      𝟎 < 𝐲 < 𝟏, 𝜸 > 𝟎, 

الا توزيع شرطي متغير با استفاده از رابطه بدرجه آزادي است.  ٢نشان دهنده تابع چگالي توزيع خي دو با  ℎఛ(𝛾)كه در آن 
𝑌به شرط  𝛾تصادفي  = 𝑦 شود:به شكل زير نتيجه مي  

)٥(  𝛕|𝐘 = 𝐲~𝐆𝐈𝐆 ൬𝒛𝟐, 𝟏, −
𝟏

𝟐
൰, 

𝑧كه در آن  = (𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝑦) − 𝜇)/𝜎  وGIG  در بخش بعد براساس توزيع  ] است.٦يافته [ تعميم معكوس گوسيننشان دهنده توزيع
  دهيم.ارائه مي لاپلاس-لجيتسازي براي برآورد پارامترهاي توزيع ينهگوريتم اميد بيشل) يك ا٥توام (

  سازيبيشينه الگوريتم اميد -٣

هاي آماري در سازي است كه براي برآورد پارامترهاي مدلهاي تكراري بهينهيكي از روش (EM) سازيبيشينه الگوريتم اميد
ي اصلي است: ي متغيرهاي نهفته باشند. اين الگوريتم شامل دو مرحلهها ناقص، پنهان يا دارارود كه دادهشرايطي به كار مي

ي شود، و مرحلههاي پنهان محاسبه ميكه در آن با استفاده از تخميني از پارامترها، توزيع احتمال داده (E) ي اميدمرحله
شوند. اين فرآيند تا رسيدن روزرساني مينمايي بهكردن اميد رياضي درستكه در آن پارامترهاي مدل با بيشينه (M) سازيبيشينه
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تشخيص الگو، پردازش گفتار، يادگيري ماشين، و برآورد  ،بنديشامل خوشه EM شود. كاربردهاي مهمبه همگرايي تكرار مي
  .است ]٩-٧[ هاي بيزيمراتبي و شبكههاي سلسلهپارامترها در مدل

𝐲فرض كنيد  = (𝑦ଵ, … , 𝑦௡)ୃ بردار مشاهدات ،𝜏 = (𝜏ଵ, … , 𝜏بردار متغيرهاي پنهان و  ୃ(د𝐲௖ = (𝐲ୃ, 𝜏ୃ)ୃ  بردار مشاهدات

𝛉كامل باشد. تابع درسنمايي كامل براي برآورد پارامترهاي مدل  = (𝜇, 𝜎ଶ)ୃ  بعد از حذف مقادير ثابت به شكل زير حاصل
  شود:مي

)٦(  𝓵𝒄(θ|y𝒄) = −𝐧𝒍𝒐𝒈𝝈 −
𝟏

𝟐
෍

𝒏

𝒊ୀ𝟏

ቊ
(𝒍𝒐𝒈𝒊𝒕(𝒚𝒊) − 𝝁)𝟐

𝝉𝒊𝝈
𝟐

ቋ, 

جايي كه اين برآوردها به برآورد متغيرهاي پنهان وابسته كرد، اما از آن بيشينه 𝜽توان به منظور برآورد كردن اين تابع را مي
) است با توجه ٦هدف كه اميد رياضي شرطي ( ، تابع EMالگوريتم  Eسازد. به همين دليل، در مرحله ها را نامعتبر مياست، آن

در تكرار  𝜽) بيانگر برآورد kكه در آن بالانويس ( 𝜽෡(௞)هاي مشاهده شده با استفاده از برآوردهاي فعلي پارامترهاي مدل به داده
kشود. محاسبه تابع ام است، محاسبه ميQ  به شكل زير ٥توزيع شرطي (شرطي زير نياز دارد كه با استفاده از  اميد رياضيبه (

  شود:محاسبه مي

)٧(  𝝉ො𝒊
(𝒌)

= 𝑬൫𝝉𝒊ห𝒚𝒊, 𝜃෠(𝒌)൯ = |𝒛ො𝒊
(𝒌)

|ି𝟏
𝑲𝟏/𝟐(|𝒛ො𝒊

(𝒌)
|)

𝑲ି𝟏/𝟐(|𝒛ො𝒊
(𝒌)

|)
, 

𝑧௜كه در آن  = (𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝑦
𝑖
) − 𝜇)/𝜎  و𝐾఑(⋅) نوع سوم است بنابراين تابع هدف به شكل زير نتيجه  از شده تابع بسل اصلاح

  شود:مي

)٨(  𝑸(𝜃|𝜃෠(𝒌)) = −𝐧𝒍𝒐𝒈𝝈ෝ(𝒌) −
𝟏

𝟐
෍

𝒏

𝒊ୀ𝟏

൝
൫𝒍𝒐𝒈𝒊𝒕(𝒚𝒊) − 𝝁ෝ(𝒌)൯

𝟐

𝝉ො𝒊
(𝒌)

𝝈ෝ𝟐(𝒌)
ൡ, 

 را مي توان به صورت زير پياده سازي كرد: EMپس از انجام چند عمليات جبري، مراحل ماكسيمم سازي شرطي الگوريتم 

  ) داريم:٨گيري از (با مشتق :١مرحله 

)١٠(  𝝁ෝ(𝒌ା𝟏) =
∑𝒏

𝒊ୀ𝟏 𝒍𝒐𝒈𝒊𝒕(𝒚𝒊)𝝉ො𝒊
ି𝟏(𝒌)

∑𝒏
𝒊ୀ𝟏 𝝉ො

𝒊

ି𝟏(𝒌)
; 

𝜇با ثابت در نظر گرفتن  :٢مرحله  = 𝜇̂(௞ାଵ)  به روز رساني پارامتر𝜎ො(௞) شود:از طريق حل معادله زير حاصل مي  

)١٠(  
 

𝝈ෝ(𝒌ା𝟏) = ൭
∑𝒏

𝒊ୀ𝟏 𝝉ො𝒊
ି𝟏(𝒌)

(𝒍𝒐𝒈𝒊𝒕(𝒚𝒊) − 𝝁ෝ(𝒌ା𝟏))𝟐

𝒏
൱

𝟏 𝟐⁄

. 

 هاي اضطرابداده -٤

منظور بررسي كند كه بهمي زن در استراليا استفاده ١٦٦داده برگرفته از پژوهشي گسترده بر روي  اين مطالعه از يك مجموعه
داده منبعي ارزشمند براي درك نحوه تعامل  روابط پيچيده ميان استرس، اضطراب و افسردگي طراحي شده است. اين مجموعه

توانند از طريق بسته شود. پژوهشگران ميشناختي در اين جمعيت خاص محسوب ميو تأثيرگذاري متقابل اين عوامل روان
betareg  افزاردر نرمR  هاي رگرسيون بتا طراحي طور ويژه براي برازش مدلاي كه بهها دسترسي داشته باشند؛ بستهبه اين داده
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 .شده است

تحليل، متغير اضطراب مورد تمركز قرار گرفته است، زيرا نقش كليدي در ارزيابي وضعيت سلامت رواني  اين در
هاي مورد مقايسه عبارتند توزيعاند. ارائه شده ١شده در جدول هاي برازشمدلآمده از دستكنندگان دارد. نتايج آماري بهشركت

  از:
 توزيع بتا(Beta) :  

𝑓(𝑦: 𝛼, 𝛽) =
1

𝐵(𝛼, 𝛽)
𝑦ఈିଵ(1 − 𝑦)ఉିଵ, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 

 كوماراشوي(KU) : 
𝑓௄௎(𝑦: 𝛼, 𝛽) = 𝛼𝛽𝑦ఈିଵ(1 − 𝑦ఈ)ఉିଵ, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0; 

 ١يافته از نوع توزيع بتا تعميم(GBI) : 

𝑓 ஻ (𝑦: 𝛼, 𝛽, 𝛿) =
𝛿

𝐵(𝛼𝛿ିଵ, 𝛽)
𝑦ఈିଵ(1 − 𝑦ఋ)ఉିଵ, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝛿 > 0; 

 آرك سينوس-دونالد-توزيع مك(McA) : 

𝑓ெ௖஺(𝑦: 𝛼, 𝛽, 𝛿) =
𝛿

𝐵(𝛼𝛿ିଵ, 𝛽)𝜋ඥ𝑦 − 𝑦ଶ
[
2

𝜋
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(ඥ𝑦)]ఈିଵ(1 − [

2

𝜋
arcsin൫ඥ𝑦൯]ఋ)ఉିଵ. 

    𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝛿 > 0. 
اي گونهها برازش بهتري دارد؛ بهنسبت به ساير مدل لاپلاس-لجيتدهد كه توزيع پيشنهادي نشان مي ي اين جدولهايافته

 آماره آزمونترين مقدار كند. علاوه بر اين، كوچكاين موضوع را تأييد مي  BICو  AICكه مقدار بسيار كمتر معيارهاي
ها و كمترين فاصله را بين توزيع تجربي داده لاپلاس-لجيتدهد كه مدل نشان مي ٠,٠٨٨برابر با ) KS(اسميرنوف -كلموگروف

ها و برخي از توابع چگالي برازش شده كه هيستوگرام داده ١اين موضوع با توجه به شكل  .كندتوزيع پارامتري متناظر ايجاد مي
 شود.يز تاييد ميدهد، نرا نشان مي

  هاي اضطرابها مورد مقايسه بر داده: نتايج برازش مدل١جدول 

Beta KU GBI McA LN LLP  پارامتر 

١,٣٣ ١,١٦ ١٣,٨٣ ٣,١٠ ٣,٣٩ ٣,٢١ 𝝁ෝ(𝜶ෝ)   

٠,٧١ ١,٢٢ ٠,٣٢ ٤,٤١ ١,٥٥ ١,٣١ 𝝈ෝ(𝜷෡) 

  درستنمايي ٦٠,٥١ ٣٣,١٤ ٥٢,٢٧ ٤٤,٠٢ ٣٧,٧٨ ٣٥,٩٧

١١٧,٠١ –٦٢,٢٨ –٩٨,٥٤ –٨٢,٠٥ –٧١,٥٦ –٦٧,٩٥– AIC   

١١١,٧٤ –٥٧,٠١ –٩٠,٦٣ –٧٤,١٤ –٦٦,٢٩ –٦٢,٦٨– BIC   

٠,٠٨٨ ٠,١٦٣ ٠,١٢٥ ٠,١٧١ ٠,١٧٧ ٠,١٨٣ KS   
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  ها و برخي از توابع چگالي برازش شده: هيستوگرام داده١شكل 

  بندينتيجه و جمع -٦

هاي معرفي گرديد كه براي برازش داده نرمال-ياسي از توزيع لجيتمق آميخته به عنوان لاپلاس-لجيتهاي اي از توزيعخانواده
. به منظور برآورد پارامترهاي مدل، يك الگوريتم استهاي سنگين، كشيدگي زياد و كراندار مناسب مختلف، مانند مواردي با دم

تر ه منجر به محاسبات سريعهاي صريح در مرحله ماكسيمم سازي است كپيشنهاد شده است كه شامل  فرم سازياميد بيشينه
. باشدهاي رگرسيون نوآورانه، هاي چندمتغيره و توسعه تكنيكدر زمينه تواندهاي اين توزيع ميجمله كاربرداز  شود.و كارآمد مي

هاي مختلف تر و معنادارتر در حوزههاي دقيقسازي آماري را گسترش خواهند داد، بلكه به تحليلنه تنها مدل هامدلاين 
در انتشارات بعدي به  انجام داده و را در اين زمينهبيشتري تحقيقات  تلاش ما بر اين است كهتحقيقاتي نيز كمك خواهند كرد. 

 .پذير ادامه دهيمهاي انعطافسازي آماري با توزيعاشتراك بگذاريم و بدين ترتيب به پيشبرد حوزه مدل
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  در فضای هیلبرت ی در هم تنیدهبررسی اجمالی قابهای تلفیقی تعمیم یافته

 غلامرضا رحيم لو

  ghrahimlo@tvu.ac.ir ايران  ؛تهران ؛استاديار گروه علوم پايه دانشگاه ملي مهارت
 

  چكيده

و بعضي از خواص مهم آن خواهيم پرداخت. اين  " در فضاي هيلبرت ي در هم تنيدهقابهاي تلفيقي تعميم يافته "در اين مقاله به بررسي 
آن را تعريف و به بررسي بعضي از  ] ٤[  وحيد صدري و همكارانش باشد كهمي "قابهاي تلفيقي تعميم يافته"ي قابها، حالت درهم تنيده

قابهاي ورد ساخت چنين قابهايي (اند . در ادامه، بعد از بيان چند تعريف مقدماتي و اساسي به بررسي چند قضيه در مخواص آن پرداخته
و   " قابهاي تلفيقي تعميم يافته ") با استفاده از عملگرهاي خطي و كراندار و همچنين ارتباط بين ي در هم تنيدهتلفيقي تعميم يافته

  خواهيم پرداخت. "در هم تنيده ييافتهقابهاي تلفيقي تعميم "

  ، قابهاي درهم تنيده. تعميم يافته قاب تلفيقي فضاي هيلبرت، قاب تعميم يافته، كلمات كليدي: 

 مقدمه -١

نظريه قابها در سالهاي اخير پيشرفت شگرفي داشته و اين امر باعث رشد و توسعه كاربردهاي متعدد و جديد آنها شده است. 
ها، بهبود استحكام و دهعلاوه بر كاربردهايي مانند پردازش سيگنال و پردازش تصوير، اخيرا كاربردهايي در زمينه فشرده سازي دا

  سيم نيز افزوده شده است.هاي حسگر بيها و شبكهانتقال داده
معرفي شدند، كه امكان  ]٢ازا و كوتينيوك [ستوسط كا هاي كلاسيك هستند كهيك تعميم قدرتمند از قاب ١تلفيقيهاي قاب

تلفيقي  هايقاب پيدايشبعدي اين مفهوم، منجر به  كنند. تعميمها در چندين زيرفضا را به طور همزمان فراهم ميتحليل داده
پذيري بيشتري را شوند و انعطافآيندهاي تصويري در زيرفضاها اعمال ميبرشد كه در آن، عملگرهاي خطي روي  "تعميم يافته

  .كنندايجاد مي
كه اگر چندين قاب داشته  معرفي شد. ايده اصلي اين است] ١رز و همكارانش [متوسط ب ها،در قاب  ٢در هم تنيده  مفهوم

يكي  ها (مطابق يك الگوي بافندگي)، همچنان يك قاب جديد و كارآمد بسازيم.باشيم، بتوانيم با انتخاب دلخواه بردارها از بين آن
  باشد.سيم مياز قابليت هاي بالقوه قابهاي در هم تنيده،كاربردهاي آنها در شبكه هاي حسگر بي

مورد بررسي و تحقيق قرار گرفته كه در اين مقاله  "درهم تنيده"بصورت  "تلفيقي تعميم يافته قابهاي "هاي اخير، در سال
  ساخت  و خواص چنين قابهايي مورد بررسي اجمالي قرار خواهد گرفت. 

).پذير هستندفضاهاي هيلبرت جدايي ودر سرتاسر اين مقاله , )   اي از عملگرهاي خطي كراندار ازگردايه به
 باشند و در صورتي كهمي   باشد با نماد( )  دهند. همچنين مجموعهنشان مي، ي  اعداد صحيح زيرمجموعه

 باشد و مي [ ] 1, 2,3,...,m m   1براي هرm . vتصوير متعامد از   به زير فضاي بستهV    و{ }j jH  

                                                           
1 Fusion frames 
2 Weaving 
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  دنباله هايي از فضاهاي هيلبرت جدايي پذير هستند.

  نتايج اصلي -٢

  پردازيم.اند ، ميكه در اين مقاله بكار رفته در ابتدا به تعريف چند قاب مختلف
  ١قاب در هم تنيدهتعريف -١.٢

هاي از قابيك خانواده  
[ ],ij i m j

f
 

طوري باشند بطوريكه  Bو Aگويند هرگاه اعداد ثابت  "درهم تنيده"را  براي  

براي هر افراز   [ ]i i m



،خانواده از  

[ ], i
ij i m j

f
 

   باشند.Bو Aهايبا همان كران قاب براي 

 
 ٢قاب تلفيقي تعميم يافتهتعريف  -٢,٢

}فرض كنيد }j jw w  ياي از زيرفضاهاي بستهمجموعه  باشند و{ }j jv  ي حقيقي) باشند بالهها (دندنباله اي از وزن
0jvبطوريكه،   و( , )j jH H   به ازاي هرj در اين صورت .: ( , , )j j j jW v    را قاب در هم تنيده براي

  0گويند هرگاه اعداد ثابت A B     براي هرf  :طوري وجود داشته باشد بطوريكه داشته باشيم  

.
2

2 22

jj j W
j

A f v f B f


   

  

   ٣ي در هم تنيدهتعريف قاب تلفيقي تعميم يافته -٢,٣

,اي از قابهاي تلفيقي تعميم يافتهخانواده [ ]( , , )ij ij ij j i mW v   براي ي درهم تنيده گويند را قاب تلفيقي تعميم يافته

طوري وجود داشته باشند بطوريكه  براي هر افراز Bو Aهرگاه اعداد ثابت   [ ]i i m



,،خانواده از  [ ]( , , )

iij ij ij j i mW v   

  باشند.Bو Aهايبا همان كران اب برايق

 
دنشته باشيم، با استفاده از يك عمگر   ي در هم تنيده  براي فضاي هيلبرتفرض كنيد يك قاب تلفيقي تعميم يافته

) دارخطي و كران , )U    ديگر توان يك قاب تلفيقي تعميم يافته در هم تنيده براي فضاي هيلبرتميK ساخت. در 

  قضيه بعدي شرايط لازم و كافي در مورد ساخت چنين قابهايي با استفاده از عملگر هاي خطي و كراندار بيان شده است.
  

   [3]قضيه -٢,٤
,اه هر گ [ ]( , , )ij ij ij j i mW v   ي در هم تنيده براي فضاي هيلبرتتلفيقي تعميم يافته يك قاب و ( , )U     ،باشد

آنگاه 
*

, [ ]( , , )
ijij ij W ij j i mUW U v   فضاي هيلبرت براي  ي در هم تنيدهتلفيقي تعميم يافته يك قاب  خواهد بود

0اگر و فقط اگر عددي مانند    طوري باشد بطوريكه به ازاي هرf  داشته باشيم:   *U f f  

  نتيجه -٢,٥
  

                                                           
1 Woven frames 
2 G-fusion frames 
3 Weaving g-fusion frames 
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, هرگاه ٢,٤در قضيه  [ ]( , , )ij ij ij j i mW v   هم تنيده براي فضاي هيلبرتي درتلفيقي تعميم يافته يك قاب  هايكرانبا

A وB باشند و( )U   باشد، آنگاه  با برد بسته
*

, [ ]( , , )
ijij ij W ij j i mUW U v   ي تلفيقي تعميم يافته يك قاب

)برت فضاي هيلبراي  در هم تنيده )R U هاي پايين و بالاي به ترتيب با كران
2†A U


2و   
B U  خواهد بود. 

 
  نكته -٢,٦

)) اگر ٢,٥در نتيجه قبلي ( )U   پذير باشد آنگاه عملگر عملگر معكوسijUw  به ازاي هر[ ],i m j   داراي برد

*بسته خواهد بود و لذا 
, [ ]( , , )

ijij ij W ij j i mUW U v   فضاي هيلبرتبراي  ي در هم تنيدهتلفيقي تعميم يافته يك قاب

  خواهد بود كه كران پايين آن
21A U
  2و كران بالاي آن

B U خواهد بود، بخصوص اگرU   عملگر واحد باشد

* هاي هاي پايين و بالاي قابكران
, [ ]( , , )

ijij ij W ij j i mUW U v     و, [ ]( , , )ij ij ij j i mW v   .با هم برابر خواهند بود  

ي درهم تنيده ز يك قاب تلفيقي تعميم يافته، قاب تعميم يافتهتوان ادهدكه با استفاده از عملگر واحد ميقضيه زير نشان مي
  ساخت.

  
  [3]قضيه -٢,٧

:فرض كنيد  ( , , )j j j jW v     يك قاب تلفيقي تعميم يافته برايHهاي قاببا كرانA وB و  باشد( )U   يك

Hعملگر واحد باشد. اگر  

A
d U

B
    1، آنگاه{( , , ) , ( , , ) }j j j j j j j jW v U W U v

      يك قاب تلفيقي

  خواهد بود.Hي درهم تنيده برايتعميم يافته
ي در هم تنيده، باز خاصيت قاب بودن، حفظ هدهد كه با حذف يك زير فضا از قاب تلفيقي تعميم يافتقضيه زير نشان مي   
 دهد.ي در هم تنيده، با كران پايين متفاوت ميشود و بردارهاي باقي مانده تشكيل يك قاب تلفيقي تعميم يافتهمي

  
  قضيه -٢,٨

 ،يك زير مجموعه نامتناهي از فرض كنيد    باشد و, [ ]( , , )ij ij ij j i mW v   ي يك قاب تلفيقي تعميم يافته

باشند. اگر Bو Aهايكرانبا  Hدر هم تنيده براي
22

[ ]

: ij ij
i m j

C v
 

      آنگاه

, [ ]
( , , )ij ij ij j i m
W v  

ي در هم تنيده براينيز يك قاب تلفيقي تعميم يافتهH  هايكرانباA C وB خواهد

  بود.

}كران بالا، بديهي است. براي يافتن كران پايين فرض كنيد اثبات:  }i i m 
   وf  :بنابراين خواهيم داشت ،  

  
2 2 2

2 2 2

[ ] [ ] [ ]
ij ij ijij ij W ij ij W ij ij W

i m j i i m j i i m j

v f v f v f
 

  
      

         

22 2 22

[ ]

( )ij ij
i m j

A f v f A C f
 

       
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 شود.و حكم ثابت مي

  نكته -٢,٩
قاب تلفيقي يك شرط اساسي است و در صورت حذف تعداد متناهي بردار از  ، نامتناهي بودن زير مجموعه ٢,٨در قضيه 

  اين موضوع نشان داده شده است. )٢,١٠ي در هم تنيده، خاصيت قاب بودن حفظ نخواهد شد. در مثال زير (افتهتعميم ي
  مثال -٢,١٠

1را با پايه استاندارد 3فضاي هيلبرت  2 3{ , , }e e e  {1,2,3}در نظر بگيريد. فرض كنيد   و 

1 1 2 2 2 3 3 1 3{ , }, { , }, { , }w span e e w span e e w span e e  

1 1 2 2 3 3

1 2 3

{ }, { }, { }

1

X span e X span e X span e

v v v

  
  

 

,همچنين فرض كنيد  :j j     كه براي هرj و هرf  : داشته باشيم 

 

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 2 3 3 3 1

, , , , , ,

, , , , ,

f f e f f e f f e

f f e e f f e e f f e e

     

        
 

)توان حساب كرد كه به راحتي مي , ,1)j j jw و ( , ,1)j j jX ي در هم تنيده هاي تلفيقي تعميم يافته، پارسوال قاب

{1}باشند. حال با انتخاب مي براي  و حذف اين انديس از  ديگر خاصيت قاب بودن ،( , ,1)j j jw  و
( , ,1)j j jX  .برقرار نخواهد بود  

 بندينتيجه و جمع -٣

در فضاي هيلبرت  در هم تنيده ييافتهقابهاي تلفيقي تعميم توان به ارتباط بين با توجه به مطالب بيان شده در اين مقاله، مي
ح خواهد شد كه بعضي از قضايايي كه براي با قابهاي تلفيقي تعميم يافته در فضاي هيلبرت پي برد. بنابراين، اين فرضيه مطر

نيز بيان و اثبات نمود.  در هم تنيده ييافتهتوان براي قابهاي تلفيقي تعميم اند را ميقابهاي تلفيقي تعميم يافته بيان شده
ف و قضاياي مشابه ي پيوسته در فضاي هيلبرت را تعريدر هم تنيده ييافتهتوان بطور مشابه  قابهاي تلفيقي تعميم همچنين مي

  را در فضاهاي اندازه، بدست آورد.
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  چكيده

آموزان همراه اي براي دانشهاي مفهومي و رويهره با چالشاي، همواعنوان يكي از مفاهيم بنيادين رياضيات مدرسهيادگيري اعداد صحيح به
هاي بوده است. پژوهش حاضر با هدف طراحي و تبيين يك مدل آموزشي يكپارچه براي آموزش اعداد صحيح انجام شد كه مبتني بر مؤلفه

اين مطالعه، ابتدا بر اساس تحليل محتواي اي و كاربرد در حل مسئله است. در گانه يادگيري رياضيات شامل فهم مفهومي، مهارت رويهسه
گيري آموزان در حوزه اعداد صحيح شناسايي شد. سپس مدل پيشنهادي با بهرهكتب درسي و بررسي پيشينه نظري، نيازهاي يادگيري دانش

بطه بين سه مؤلفه اصلي كند رامحوري، و تلفيق تدريس بصري و عملي طراحي گرديد. اين مدل تلاش مياز رويكرد چندبازنمايي، فعاليت
يادگيري را در قالب يك ساختار منسجم نشان دهد و مسير آموزش از درك مفاهيم منفي و مثبت تا عمليات جمع و تفريق و كاربردهاي 

ت درك تواند به كاهش خطاهاي رايج، تقويشده ميدهد كه رويكرد تلفيقي ارائههاي نظري پژوهش نشان ميواقعي را يكپارچه سازد. يافته
هاي كارگيري مدل در محيطعميق و افزايش توانايي حل مسئله در يادگيري اعداد صحيح منجر شود. در پايان نيز پيشنهادهايي براي به

  .هاي آينده ارائه شده استآموزشي و توسعه پژوهش

  .گانه يادگيري رياضياتمولفه هاي سه، آموزشي يكپارچه، اعداد صحيح: يكلمات كليد

 مقدمه -١

اي در كنندههاي اساسي تفكر رياضي در دوره متوسطه است و درك عميق آن نقش تعيينادگيري اعداد صحيح يكي از پايهي
آموزان دهد كه دانشها نشان ميبا وجود اين اهميت، پژوهش . [2]ها، تابع و جبر داردپيشرفت مفاهيمي همچون معادلات، نسبت

اي هاي متعدد، و انجام عمليات جمع و تفريق اعداد صحيح با خطاهاي مفهومي و رويهماييدر فهم مفهوم اعداد منفي، تفسير بازن
دهد كه ميان سه مؤلفه اصلي يادگيري مؤثر رياضيات زماني رخ مي  [4] براساس گزارش . [7,9]رو هستند قابل توجهي روبه

هاي برونر نيز رابطه برقرار شود. اين نگاه در نظريه زمان و يكپارچهاي و شايستگي در حل مسئله همفهم مفهومي، مهارت رويه
كند هاي عيني به تصويري و سپس نمادي معنا پيدا ميداند كه با حركت از بازنماييتأييد شده است؛ او يادگيري را فرآيندي مي

هاي بستان و نمايش–، مدل بدههاي چندگانه مانند محور اعداد، مدل دما. در حوزه آموزش اعداد صحيح، استفاده از بازنمايي [1]
  . [3]هاي مفهومي داردگيري در رفع سوءبرداشتحركتي، تأثير چشم

دهد كه نبود يك مدل آموزشي منسجم و چندلايه، علت اصلي پايداري خطاهاي شده در ايران نيز نشان ميهاي انجامپژوهش
اي عمليات تمركز دارند و به ارتباط موزشي بر آموزش رويههاي آبيشتر برنامه  [10]آموزان در حوزه اعداد صحيح است دانش

  شود.بين فعاليت، مفهوم و كاربرد كمتر پرداخته مي
گانه يادگيري رياضيات را در قالب يك ساختار هاي سهبر اين اساس، ضرورت طراحي يك مدل آموزشي يكپارچه كه مؤلفه
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كاملاً محسوس است. پژوهش حاضر با تكيه بر مباني نظري معتبر و بسته و كاربردي در آموزش اعداد صحيح تركيب كند، هم
كند الگويي ارائه دهد كه از مرحله درك معناي مثبت و منفي تا حل مسئله در آموزان تلاش ميتحليل نيازهاي يادگيري دانش

 دهي كند.هاي واقعي را در يك مسير يادگيري منسجم سازمانموقعيت

 مباني نظري -٢

بار با آموزان براي نخستينترين نقاط انتقالي در برنامه درسي رياضيات است؛ زيرا دانشصحيح يكي از حساس يادگيري اعداد
اند كه هاي متعدد نشان دادهشوند كه برخلاف شمارش طبيعي، داراي دو جهت مثبت و منفي است. پژوهشمفهومي مواجه مي

آموزان هاي دانشبسياري از دشواري [7]بعدي مبتني بر شمارش است يكدرك اين مفهوم نيازمند تحول شناختي و عبور از تفكر 
اي و كاربردهاي واقعي هاي رويهزمان يادگيري مفهومي، مهارتدر اين حوزه ناشي از نبود چارچوب منسجم براي تركيب هم

  است.
ه اصلي يعني فهم مفهومي، تسلط يادگيري رياضيات زماني پايدار و عميق خواهد بود كه ميان سه مؤلف ,  [4]از ديدگاه 

ها نيز آن  [2]هاي رياضي هستند كه اي و توانايي حل مسئله ارتباطي منظم برقرار شود. اين سه مؤلفه بخشي از شايستگيرويه
صورت خطي و منفصل، اند. براساس اين نگاه، آموزش مفاهيم رياضي نبايد بهاي معرفي كردهرا عناصر كليدي رياضيات مدرسه

  تنيده از مفهوم، روش و كاربرد ارائه گردد.لكه بايد در قالب يك شبكه درهمب
فهم مفهومي، نخستين مؤلفه يادگيري، به معناي درك روابط، ساختارها و معناهاي پشت يك مفهوم است. در حوزه اعداد 

، و روابط تقارني بين اعداد مثبت دار بودن اعداد، مفهوم صفر به عنوان نقطه مرجعصحيح، فهم مفهومي شامل درك معناي جهت
هاي چندگانه عيني، تصويري كند كه يادگيري در اين سطح زماني مؤثرتر است كه از بازنماييتأكيد مي  [1] و منفي است. برونر

ند تواآموز از طريق مدل دما، مدل بده بستان مالي، يا حركت روي محور اعداد ميو نمادي استفاده شود. براي نمونه، دانش
اي است كه شامل توانايي اجراي معناهاي متفاوت اما مكملي از اعداد مثبت و منفي را تجربه كند. دومين مؤلفه، مهارت رويه

آموزان در جمع و تفريق اعداد دهند كه يكي از دلايل خطاهاي دانشها نشان ميدرست و روان عمليات رياضي است. پژوهش
بنابراين، انتقال از  . [3]كردني است بدون اينكه ارتباط آن با مفهوم روشن شده باشد ظصحيح، استفاده نادرست از قواعد حف

دو «محور باشد. براي مثال، پيش از آموزش قاعده هاي معنااي بايد تدريجي و مبتني بر فعاليتفهم مفهومي به مهارت رويه
معنا » افزودن حركت به جهت راست يا چپ روي محور«انند هايي مآموز با فعاليت، لازم است دانش»شودنام مثبت ميعلامت هم

 را تجربه كند.

هاي واقعي و غيرآشنا. براي ها در موقعيتسومين مؤلفه، كاربرد در حل مسئله است؛ يعني توانايي استفاده از مفاهيم و رويه
حل  [5]هاي زماني است. به اعتقاد پوليا فاعداد صحيح، اين شامل تفسير دما، ارتفاع نسبت به سطح دريا، سود و زيان، يا اختلا

آموز مفهوم اعداد صحيح كند. زماني كه دانشپذير از مفهوم را تقويت ميمسئله فرآيندي شناختي است كه درك عميق و انعطاف
  شود.هاي جديد محدود ميآموزد، توانايي او در تعميم و تفسير موقعيترا تنها در قالب محاسبات نمادين مي

اي كه گونهتنيده معرفي شده است؛ بهعنوان يك ساختار درهمهاي يادگيري رياضيات بهه ميان اين سه مؤلفه در پژوهشرابط
دهد نشان مي  [6]اي بدون كاربرد معناي پايدار نخواهد داشت. مطالعه اي است و مهارت رويهفهم مفهومي بنيان مهارت رويه

است. بنابراين، هر گونه مدل » ايفرايندهاي رويه«و » هاي ساختاريبازنمايي«زمان كه يادگيري مؤثر رياضي حاصل تقويت هم
اي طراحي شود كه حركت بين اين سه مؤلفه را تسهيل گونهبعدي بر قواعد، بهجاي تمركز تكآموزشي براي اعداد صحيح بايد به

  كند.
كنند. موزش مفاهيم پيچيده مانند اعداد صحيح برجسته مياجتماعي نيز اهميت تعاملات يادگيري را در آ هاي شناختيديدگاه

آموز ) دانشScaffoldingداند كه در آن معلم با استفاده از سكوي حمايتي (يادگيري را فرايندي اجتماعي مي [8]ويگوتسكي 
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آموزان ژه دارد؛ زيرا دانشكند. اين ديدگاه در آموزش اعداد صحيح كاربرد ويرا در منطقه رشد تقريبي به سطح بالاتري هدايت مي
هاي نيازمند هدايت شناختي و مثال» تر استعدد منفي هميشه كوچك«هاي شهودي اوليه مانند اغلب براي عبور از برداشت

آموزان در يادگيري اعداد اند كه يكي از دلايل اصلي ضعف دانششده هستند. در ايران، مطالعات متعددي نشان دادههدايت
تحليل  [10,11]هاي چندبازنمايي و عدم ارتباط ميان فعاليت، مفهوم و كاربرد است فرآيند تدريس از مدلصحيح، جدايي 

هاي مفيد، همبستگي ميان مراحل يادگيري و انسجام ميان دهد كه با وجود ارائه مثالهاي درسي نيز نشان ميمحتواي كتاب
 .طور كامل شكل نگرفته استمفهوم، روش و كاربرد هنوز به

بر اين اساس، ضرورت وجود يك مدل آموزشي يكپارچه كه هر سه مؤلفه يادگيري رياضيات را در قالب يك ساختار منسجم 
هاي مقدماتي، ساخت دهي فعاليتعنوان نقشه راه معلم براي سازمانتواند بهتركيب كند، كاملاً محسوس است. چنين مدلي مي

گيري يادگيري سطحي شود. پژوهش حاضر بر پايه همين ردي عمل كند و مانع از شكلاي و مسائل كاربهاي رويهمفاهيم، تمرين
كند چارچوبي طراحي كند كه يادگيري اعداد صحيح را از مرحله درك معنا تا كاربرد در حل مسئله در قالب ضرورت، تلاش مي

  دهي كند.يك فرآيند يكپارچه سازمان

 طراحي مدل آموزشي)شناسي پژوهش (تركيبي: تحليل محتوا + روش -٣

اي كاربردي است و با رويكردي تركيبي انجام شده است. اين رويكرد شامل دو پژوهش حاضر از نظر هدف، پژوهشي توسعه
  مرحله اصلي است:

 هاي نظريتحليل محتواي اسنادي و داده .١

  هاي مرحله نخستطراحي مدل آموزشي يكپارچه بر اساس يافته .٢

ها در قالب يك مدل و سپس ها، تركيب آنها استخراج مؤلفهزه آموزش رياضي كه هدف آنهاي حواين نوع روش در پژوهش
  اي دارد.تبيين ساختار مدل است، كاربرد گسترده

 مدل رياضي آموزشي اعداد صحيح -٤

متشكل  ايسامانه پو كيعنوان به ياضير يريادگي كپارچه،يدر چارچوب آموزش  حياعداد صح يريادگي نديفرا نييمنظور تببه
مهارت  ،يها شامل فهم مفهوممؤلفه نيپژوهش، ا ينظر ي. بر اساس مبانشوديدر نظر گرفته م يريادگي ياصل يهااز مؤلفه

  .شونديمعنادار م يريادگيمنجر به  گريكديو كاربرد در حل مسئله هستند كه در تعامل متقابل با  ياهيرو
  تعريف متغيرها 

  :شونديم فيرتع ريز يرهايمدل، متغ نيدر ا  
 C    :حياعداد صح يفهم مفهوم زانيم  

  دار بودن و تقارن)عنوان نقطه مرجع، جهتصفر به ،يمثبت و منف ي(درك معنا
  : P ياهيمهارت رو زانيم  

  درك معنا) هيبر پا حياعداد صح قيجمع و تفر اتي(تسلط بر انجام عمل
 A  : در حل مسئله حيكاربرد اعداد صح ييتوانا زانيم  

  )يعدد يهابستان و اختلاف-مانند دما، تراز ارتفاع، بده يواقع يهاتيموقع ري(تفس
   L   : حياعداد صح يريادگي يسطح كل  

 .شوندينظر گرفته م در  C,P,A,L ≤ 1 ≥ 0 شده در بازهو نرمال يصورت مفهومبه رهايمتغ تمام
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  يريادگيمدل  ياضيساختار ر
  است: يريادگي اصلي ٔ◌ از سه مؤلفه يتابع حياعداد صح يريادگيسطح  ات،ياضيموزش ردر آ كپارچهي دگاهيتوجه به د با

L = f(C, P, A) 
  :شوديمدل در نظر گرفته م يبرا يضرب يارابطه شود،يم يريادگي نديفرا فيها موجب تضعاز مؤلفه كيآنجا كه فقدان هر  از

L = C × P × A 
و كاربرد  ياهيمهارت رو ،يكه فهم مفهوم شوديمحقق م يتنها زمان حياعداد صح ردايپا يريادگيآن است كه  انگريرابطه ب نيا

 .ابنديزمان و متعادل رشد صورت همدر حل مسئله به

  هامؤلفه يدرون روابط
  دارد. ياهيمهارت رو يريگدر شكل ييربناينقش ز يفهم مفهوم ات،ياضيآموزش ر يشناخت ياساس مبان بر
  :شوديدر نظر گرفته م ياز فهم مفهوم يصورت تابعبه ياهيمهارت رو رو،نيازا

P = g(C) 
  است؛ لذا: ياهيو تسلط رو يفهم مفهوم بيترك ازمنديحل مسئله ن ييتوانا نيهمچن

A = h(C, P) 
 خواهد شد.  داريو ناپا يسطح يريادگيمنجر به  مفهوميبدون پشتوانه  ياتيكه آموزش قواعد عمل دهنديروابط نشان م نيا

 
  مدل يآموزش ريتفس

  :شوديم ليتشك رياز مراحل ز حيآموزش اعداد صح نديمدل، فرا نيچارچوب ا در
 يحركت يهاتيچندگانه مانند محور اعداد، مدل دما و فعال يهاييبازنما قياز طر (C)  يفهم مفهوم تيتقو .١

  يمفهوم اتيتجرب هيبر پا قياستخراج قواعد جمع و تفر قياز طر  (P) ياهيمهارت رو توسعه .٢
  معنادار يهاتيو موقع يدر حل مسائل واقع  (A) ميكاربرد مفاه .٣

و هر مؤلفه،  شوديانجام م يو تعامل ياصورت چرخهبلكه به ست،ين طرفهكيو  يمراحل خط نيا نيب حركت
  .كنديم تيرا تقو گريد يهامؤلفه

  حيمدل در آموزش اعداد صح كاركرد
 ،يآموزش يهاتيفعال يمعلم عمل كند و در طراح يبرا يعنوان نقشه راه آموزشبه واندتيم يشنهاديپ ياضير يريادگي مدل
 يريگمفهوم، روش و كاربرد، از شكل نيزمان ببر ارتباط هم ديمدل با تأك ني. ارديمورد استفاده قرار گ يو مسائل كاربرد هانيتمر

 را فراهم مي كند. حياد صحاعد زمينه درك عميق و پايدارو  كنديم يريجلوگ يسطح يريادگي

 گيرينتيجه -٥

پژوهش حاضر با هدف طراحي و تبيين يك مدل آموزشي يكپارچه براي آموزش اعداد صحيح بر مبناي سه مؤلفه اساسي 
انجام شد. تحليل محتواي كتب درسي رياضي دوره —اي و كاربرد در حل مسئلهفهم مفهومي، مهارت رويه—يادگيري رياضيات
مند و هدفمندي ها به طور جداگانه در كتاب وجود دارد، اما ارتباط نظامن داد كه اگرچه هر يك از اين مؤلفهمتوسطه اول نشا

  شود.آموزان ميگيري خطاهاي مفهومي و ناپايداري يادگيري در دانششود و اين موضوع موجب شكلها مشاهده نميميان آن
  اي طراحي شد كه در آن:لايه و چرخهتار سهبر اين اساس مدل آموزشي پيشنهادي در قالب يك ساخ

 بستان و –هاي چندگانه (محور اعداد، مدل دما، مدل بدهلايه فهم مفهومي نقش بنيادي دارد و با استفاده از بازنمايي
  سازد.آموز ميمدل حركتي) معنا را براي دانش
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 هاي مفهومي و تفريق از دل تجربه يابد و قواعد جمعگيري مفهوم توسعه مياي پس از شكللايه مهارت رويه
  شود، نه حفظي.استخراج مي

 كند و سبب تثبيت و انتقال معنا به سطوح بالاتر هاي واقعي ميلايه كاربرد در حل مسئله يادگيري را وارد موقعيت
  شود.مي

رسد كه پايدار مي دهد كه يادگيري اعداد صحيح زماني به حالتنشان مي F = A ∘ P ∘ Cمدل نهايي با تعريف رياضي 
  اي و مداوم تكرار شود.صورت چرخهكاربرد به →مهارت  →جريان فهم 

تواند در كاهش خطاهاي مفهومي رايج، افزايش درك عميق، بهبود محاسبه و كند كه اين مدل مينتايج پژوهش تأكيد مي
عنوان الگوي طراحي تواند بهاست كه مي ايگونهتقويت مهارت حل مسئله نقش مؤثري داشته باشد. همچنين ساختار مدل به

 هاي ديگر آموزش رياضي نيز مورد استفاده قرار گيرد.آموزشي در بخش

 پيشنهادات -٦

) در محيط واقعي كلاس Quasi-Experimentalشده را با روش آزمايشي (شود پژوهشگران مدل ارائهپيشنهاد مي .١
  مي، عملكرد محاسباتي و انگيزه يادگيري بررسي كنند.درس اجرا و اثر آن را بر متغيرهايي مانند فهم مفهو

شود ها، معادلات خطي و كسرها پيشنهاد مييافته مدل براي ساير مباحث رياضي مانند توانهاي توسعهطراحي نسخه .٢
  تا قابليت تعميم مدل ارزيابي گردد.

تواند در فهم موانع اجرا و بهبود يهاي كيفي (مصاحبه با معلمان، مشاهده كلاس) مانجام تعداد بيشتري از پژوهش .٣
 كارايي مدل مفيد باشد.

ساز دما) طراحي و شود در مطالعات آينده، نسخه ديجيتالي و تعاملي مدل (شامل محور اعداد پويا و شبيهتوصيه مي .٤
 ارزيابي شود.

 مراجع -٧

[1] Bruner, J., Toward a Theory of Instruction. Harvard University Press, (1966). 
[2]  Kilpatrick, J., Swafford, J., & Findell, B. Adding It Up: Helping Children Learn Mathematics. National 

Academy Press, (2001). 
[3] Lamon, S. J. Teaching Fractions and Ratios for Understanding. Routledge, (2012). 
[4]  NCTM. Principles to Actions: Ensuring Mathematical Success for All. National Council of Teachers of 

Mathematics, (2014). 
[5] Polya, G. How to Solve It. Princeton University Press, (1957). 
[6] Sfard, A. On the dual nature of mathematical conceptions. Educational Studies in Mathematics, (1991). 
[7] Vlassis, J. The role of mathematical representations in understanding integers. Journal of Mathematical 

Behavio, (2008). 
[8] Vygotsky, L. Mind in Society. Harvard University Press, (1978). 

  ).١٣٩٧( ،نور يها و راهكارها. انتشارات آواه متوسطه: چالشدر دور حياعداد صح يريادگيم.  ،يدمحمديس ]٩[
  ).١٣٩٨( ، انيدانشگاه فرهنگ ياضي. مجله آموزش رحيآموزان در اعداد صحدانش يمفهوم يخطاها ليم.، و همكاران. تحل نژاد،يصفار ]١٠[
  ).١٣٩٦( ،ياضيامه آموزش ر. پژوهشنحيدر حوزه اعداد صح ياضير يدرس يهاكتاب يمحتوا يابيه.ارز ،يموريت ]١١[

   



 

 
 ١١٥   

 

F-158 ١٢٠-١١٥، صص.  
  

 حلیل آماری فیلتر موجبری پلاسمونی شامل تشدیدگرت

 آباديعليرضا دولت
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  چكيده

تواند اثر قابل توجهي بر عملكرد اين فيلتر موجبري، يخاطر فرآيندهاي ساخت، متغييرات محتمل پارامترهاي طراحي موجبر پلاسموني به
موج كار داشته باشد. در يك بررسي كامل، عدم قطعيت ناشي از پارامترهاي ساختاري گوناگون مانند پهناي موجبرهاي به ويژه از منظر طول

يب شكست ماده داخل تشديدگر و تاثير آن بر ورودي و خروجي فيلتر، فاصله موجبرها از تشديدگر موجود در ساختار، ابعاد تشديدگر و ضر
توانند هاي مختلف آماري ميصورت شاخصموج مركزي و نسبت انتقال موج، بههاي عملكردي نوريِ كلُ ساختار مانند پهناي باند، طولويژگي

فيلتر موجبري پلاسموني با در نظر  موج مركزي ساختاردر نظر گرفته شوند. در اين مقاله، تابع توزيع احتمال و انحراف معيار براي طول
ها، توسط روش عددي سازيهاي آماري ياد شده و شبيهشوند. تحليلگرفتن تلورانس ساخت تشديدگر و تغييرات شعاع آن، مطالعه مي

كار گرفته شود، هتواند در طراحي مدارهاي مجتمع نوري باند. مطالعه آماري اين ساختار كه ميدست آمدهتفاضل محدود در حوزه زمان به
  در تعيين ميزان مجاز تلورانس خطا در فرآيند ساخت مفيد است.

  موج، فيلتر، موجبر پلاسموني.آماري، تشديدگر، طولكلمات كليدي: 

 مقدمه -١

اي رشد يافته است. در كاربردهاي طور فزايندهاستفاده از ادوات نوري به جاي ادوات الكترونيك طي چند سال گذشته به
كارگيري بهينه از امكانات فراهم شده برداري و بههاي الكترونيك و در راستاي بهرهسو با پيشرفت ديگر سامانهتي نيز، هممخابرا

گران و مهندسان به سوي ادوات كمك تار نوري، توجه پژوهشها بههاي مخابرات نوري، يعني ارسال و دريافت دادهوسيله روشبه
هاي گوناگون، فراهم نمودن مدارهاي مجتمع نوري، كارگيري ادوات نوري در سامانهها براي بهمنوري جلب شده است. يكي از گا

ها مانع تحقق چنين در ابعاد نانومتري، به عنوان رقيبي با مدارهاي مجتمع الكترونيك است. با اين حال برخي محدوديت
برهاي . بنا بر اين محدوديت، موج]١[ ها اشاره كردمحدوديت توان به حد پراش نور به عنوان يكي از اينشود كه ميدستاوردي مي

اي كه براي موج داشته باشند. ايدهتوانند ابعادي كمتر از نصف طولالكتريك براي هدايت موج در مدارهاي مجتمع نوري، نميدي
است. اين امواج، در فصل مشترك  هاي انتشار امواج پلاسمون سطحيغلبه به اين محدوديت درنظر گرفته شده، استفاده از ويژگي

توانند امواج فلز در ابعاد نانومتر، مي-عايق-برهاي فلزشوند. موجها ميرا ميعايق تحريك و منتشر، و در راستاي عمود بر آن-رسانا
 گيت منطقي ،]٥[ ، سوئيچ]٤، ٣[ . تاكنون ساختارهاي گوناگون پلاسموني همچون فيلتر]٢[ پلاسموني را متمركز و هدايت نمايند

 اند. طراحي و بررسي شده ]٧[ و مقسم توان ]٦[
توان به يك فيلتر موجبري پلاسموني شامل يك تشديدگر اند، ميتر بررسي و معرفي شدهاز جمله ساختارهايي كه پيش

ي تشديدِ تشديدگر هاموجهاي خاص كه منطبق بر طولموجدايروي اشاره كرد. موج تابيده شده از موجبر ورودي ساختار، در طول
گذر توسط اين ساختار شود. بنابراين پاسخي ميانموجود در ساختار است، به آن تزويج شده و نهايتا به موجبر خروجي منتقل مي

موج مركزي، پهناي باند و نسبت انتقال موج اين فيلتر، به پارامترهاي ساختاري مانند ابعاد موجبرهاي ورودي شود. طولفراهم مي
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 اي، فاصله بين تشديدگر و موجبرها و جنس يا ضريب شكست ماده داخل تشديدگر وابسته استي، شعاع تشديدگر دايرهو خروج
آوري ساخت لايه سازي عمليِ يك ساختار در ابعاد نانو، معمولا چند رهيافت رايج وجود دارند كه بر اساس فن. براي پياده]٨[

هاي فرآيند ساخت، تحقق دقيق ابعاد از پيش . معمولا به دليل محدوديت]٩[ تندآوري خوردگيِ در ابعاد نانو هسنازك و فن
گيرد. خاطر تاثيرِ اين عدم دقت در ساخت، تحت تاثير قرار ميطراحي شده ممكن نيست، و بنابراين عملكرد ساختار تشديدگر به

سازي تفاضل محدود در حوزه ستفاده از روش شبيهدر اين مقاله، ضمن مروري دوباره بر تحليل عملكرد اين فيلتر پلاسموني با ا
موج كارِ موج تشديد كه تعيين كننده طولويژه بر طولهاي موجبري و هدايتيِ آن، بهساخت بر ويژگي زمان، تاثير تلورانس

  شود.هاي آماري مطالعه ميكمك شاخصساختار است و نقشي حياتي در عملكرد آن دارد، به
، ٣شود. سپس در بخش ، ساختار فيلتر موجبري مورد نظر معرفي و عملكرد آن بررسي مي٢در بخش  در اين مقاله ابتدا

نيز، با بيان  ٤شوند. در بخش هاي آماري عملكرد آن ارائه ميسازي ساختار و نيز تحليل شاخصملاحظات و نتايج شبيه
  يابد.گيري، مقاله خاتمه مينتيجه

  ساختار و تحليل عملكرد آن -٢

-شود. اين ساختار، يك فيلتر موجبري پلاسموني با ساختار فلزمشاهده مي ١شماتيك ساختار مورد بررسي در شكل نماي 
خروجي و -بر وروديفلز و شامل يك كاواك تشديدگر دايروي است. عملكرد اين ساختار بر اساس تزويج موج بين دو موج-عايق

ت. اين نتيجه بر اساس ويژگي تشديدي كاواك دايروي تزويج كننده هاي خاص اسموجها، در طولكاواك تشديدگر بين آن
موجبرهاي ورودي و خروجي است. شرط تشديد به شعاع كاواك، و نيز ضرايب شكست مواد داخل و بيرون كاواك، يعني هوا و 

دهنده است. فلز تشكيل ١ك الكتريالكتريك موجبرها و كاواك، هوا با ضريب ديفلز، وابسته است. در ساختار پيشنهادي، ماده دي
 :]١٠[ شودصورت زير تعريف ميالكتريك آن بنابر مدل درود بهساختار، نقره در نظرگرفته شده است كه ضريب دي

)١(  𝜺𝒎(𝝎) = 𝜺ஶ −
𝝎𝒑

𝟐

𝝎𝟐 − 𝒋𝜸𝝎
 

، پهناي wنانومتر،  ٢٠٠اع تشديدگر، ، شعrاند كه اي انتخاب شدهگونه، حين طراحي، به١ابعاد ساختار معرفي شده در شكل 
هاي موجبرها از طولكه پهناي موجنانومتر هستند. با توجه به اين ٢٠برها و تشديدگر فاصله تزويج موج، dنانومتر، و  ٥٠برها، موج

تحريك شده  ، محل ورود موجSشود. نقطه ، تحريك و متتشر مي0TMتر هستند، تنها مد اصلي، يعني مورد بررسي بسيار كوچك
 .]١٠[ دهدپلاسموني را نشان مي

 
  ]١٠[ نماي شماتيك ساختار فيلتر موجبري مورد بررسي: ١شكل 

 تحليل آماريو  سازيشبيه يجانت -٣

كلي نظري و عددي وجود دارد. پيچيدگي محاسبات نظري مسايل  براي تحليل مسائل الكترومغناطيس دو روش
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بررسي ساختارهاي مختلف و در كاربردهاي گوناگون است. بهترين و شايد تنها راه حل  الكترومغناطيس، از مخاطرات پيش رو در
هاي عددي است. امروزه به دليل هاي غيرخطي و پاشنده، به كاربردن روشويژه در ساختارهاي پيچيده، محيطچنين مسائلي، به

گيري دارد. از طرفي حي ادوات مخابراتي، افزايش چشمهاي منحصر به فرد مواد غيرخطي و پاشنده، استفاده از آنها در طراويژگي
آساني فراهم هاي عددي در حل مسائل مختلف را، بهگيري از روشهاي پرسرعت، امكان بهرهپيشرفت تجهيزات ديجيتال و رايانه

عنوان ابزاري پر قدرت  سازي انتشار امواج از روش تفاضل محدود در حوزه زمان بهكرده است. در اين جا، با توجه به لزوم شبيه
در تحليل مسائل الكترومغناطيس، استفاده شده است. اين روش، روشي بر اساس معادلات ماكسول است كه در آن معادلات 

ها مقدار يك متغير وابسته را در يك نقطه در محدوده شوند. اين تقريبديفرانسيل با معادلات تفاضل محدود تقريبي جايگزين مي
شود. بندي ميهاي بسيار ريز تقسيمسازي به سلولدهد. در اين روش، فضاي شبيهقادير نقاط همسايه ارتباط ميموردنظر، به م

ها دوبعدي خواهند شود. در طرح دوبعدي موردنظر ما، سلولها نيز تعيين ميسازي، اندازه اين سلولمتناسب با ابعاد فضاي شبيه
اند. در اين روش عددي، از نانومتر انتخاب شده ٥هاي اين مقاله، به اندازه سازيشبيه هاي مكاني هستند كه درگام x ،∆y∆بود و 

برداري هاي الكترومغناطيسي در يك حجم محدود از فضا، در نقاط مشخصي از شبكه فضايي و زماني، نمونهي ميدانتوزيع پيوسته
هاي تفاضلي در همه نقاط در شبكه زمان و تكرار معادله هاي الكترومغناطيسي با پيشروي گام به گامشود. انتشار ميدانمي

سازي انتشار در فضاي نامحدود، شود. همچنين، براي مدلشود. در اين روش، هم زمان و هم مكان گسسته ميفضايي، مدل مي
باشد و تا حد مورد اي باشد كه تنها امكان جذب موج وجود داشته گونهنياز به مرز جاذب مناسب است. اين مرز جاذب بايد به

براي اجراي الگوريتم تفاضل  ها استفاده شده است.سازيهاي جاذب در شبيهنياز از بازتاب جلوگيري نمايد. در اين مقاله، از لايه
افزار متلب نوشته شده است كه منحني طيف نسبت انتقال توان در موجبر محدود در حوزه زمان مورد نياز اين مقاله، كدي در نرم

دست آمده است. اين از طيف نسبت توان خروجي به ورودي ساختار به ٢طيف توان شكل  شود.مشاهده مي ٢جي در شكل خرو
دست آمده هاي الكترومغناطيس ظاهر شده در ورودي و خروجي بههاي زماني توانطيف توان، از اعمال تبديل فوريه بر نمونه

  .]١٠[ هده استگذرِ ساختار قابل مشاوضوح پاسخ ميانبه است.
 

 
  ]١٠[ : طيف نسبت انتقال توان ساختار فيلتر موجبري مورد بررسي٢شكل 
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  ]١٠[ : طيف نسبت انتقال توان ساختار فيلتر موجبري مورد بررسي با تغيير در شعاع تشديدگر٣شكل 

  

ابراين انتظار خواهيم داشت موج كار ساختار، نسبت به تغيير در شعاع تشديدگر است. بندهنده تغييرات طول، نشان٣شكل 
موج طراحي شود. در ادامه، به تحليل موج كار ساختار نسبت به طولكه تلورانس خطا در مراحل ساخت نيز، منجر به تغيير طول
پردازيم. براي تحليل آماري مد نظر و براي ويژه شعاع تشديدگر، ميآماري ساختار از منظر تلورانس ساخت ابعاد ساختاري، به

سازي با روش تفاضل محدود در حوزه زمان استفاده سي عدم قطعيت در ابعاد و پارامترهاي ساختاري نيز، از نتايج شبيهبرر
هايي يابي به بردار نمونهتهيه شده، براي دست ١سازي عددي تفاضل محدود در حوزه زمان كه براي مدل يقينيشود. كُد شبيهمي

براي اين پاسخ  ٢اِف)ديكارگيري تعداد نمونه بسيار زياد، تابع توزيع احتمال (پيت. با بهبا تعداد بسيار زياد استفاده شده اس
براي هر  σ درستي تخمين زده شود. انحراف معيارتواند بهموج مركزي با تغيير در شعاع تشديدگر دايروي) مي(تغييرات طول
 :]٩[ شود، توسط رابطه زير تعيين ميuبردار تصادفي 

)٢(  𝝈(𝒖) = ඨ
𝟏

𝑴 − 𝟏
ቈ෍ 𝒖𝟐(𝒋) − 𝑴 × 𝑨𝟐(𝒖)

𝑴

𝒋ୀ𝟏
቉ 

 :]٩[ شودصورت زير محاسبه ميها است كه به، ميانگين نمونهA(u)كه در آن 

)٣(  𝑨(𝒖) =
𝟏
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ديدگر، براي ) از مقادير مختلف شعاع تشMنمونه ( ١٠٠٠٠هاي مربوطه، تعداد يابي به شاخصبراي تحليل آماري و دست
سازي به روش تفاضل محدود در موج تشديدِ برگرفته از شبيهدرصد، مقادير طول ١٠، و ٥، ٢هاي مقادير عدم قطعيت با تلورانس

دست آمدند كه همگي موج كار ساختار بههاي ميانگين و انحراف معيار براي طولحوزه زمان محاسبه شدند. بر اين اساس، شاخص
اند. ) بيان شده٣و  ٢هاي اند. براي رعايت اختصار، نتايج تنها براي مُد اول تشديد (مطابق با شكلدهخلاصه ش ١در جدول 

اي گونهشود بهموج مركزي ميشود، افزايش تلورانس در مقدار شعاع، منجر به افزايش تغيير در طولگونه كه مشاهده ميهمان
رسد. در واقع افزايش در ميزان تلورانس، منجر به افزايش ميزان انحراف معيار نانومتر مي ٤/٧٢نانومتر به  ٨/٦كه انحراف معيار 

، تابع توزيع احتمال براي مقادير مختلف ١شود. بر اساس مقادير موجود در جدول نسبت به حالت يقيني (مقدار طراحي) مي
شود، براي مقادير گونه كه مشاهده ميرسم شده است. همان ٣موج طراحي، در شكل تلورانس در شعاع تشديدگر، نسبت به طول

درصد، تابع توزيع  ١كم از عدم قطعيت (تلورانس كم)، مقدار احتمال بالايي در پهناي باند كم دارد. براي مثال، با ميزان تلورانس 
موج مقادير طولتري از نانومتر قرار دارد. با افزايش ميزان تلورانس، توزيع احتمال بر بازه وسيع ٨٠٥و  ٧٩١,٤احتمال بين 
 يابد كه به معنيِ نوسانات بيشتر و عدم قطعيتِ بيشتر است.گسترش مي

                                                           
1 Deterministic 
2 Probability Distribution Function (PDF) 
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 ١هاي مختلف از شعاع تشديدگر ساختار شكل : مقادير ميانگين و انحراف معيار براي تلورانس١جدول 

  تلورانس  ميانگين (نانومتر)  انحراف معيار (نانومتر)  نسبت انحراف معيار به ميانگين (درصد)

  درصد ١  ٢/٧٩٨  ٨/٦  ٨٥/٠

  درصد ٢  ٧/٧٩٠  ٣/١٤  ٨١/١

  درصد ٥  ٨/٧٦٩  ٢/٣٥  ٥٧/٤

  درصد١٠  ٦/٧٣٢  ٤/٧٢  ٨٨/٩

 

 
  موجتابع توزيع احتمال براي مقادير مختلف تلورانس در شعاع تشديدگر، بر حسب طول: ٤شكل 

 گيرينتيجهبحث و  -٤

عدم قطعيت ناشي از پارامتر شامل تشديدگر دايروي، در اين مقاله، ضمن مروري بر عملكرد يك فيلتر موجبري پلاسموني 
ساختاريِ شعاع تشديدگر كه ناشي از تلورانس خطا در مراحل ساخت است، بررسي شد. براي اين منظور، انحراف معيار و تابع 

عددي تفاضل ها، توسط روش سازيهاي آماري ياد شده و شبيهموج كار ساختار مطالعه شدند. تحليلتوزيع احتمال براي طول
كار گرفته تواند در طراحي مدارهاي مجتمع نوري بهاند. مطالعه آماري اين ساختار كه ميدست آمدهمحدود در حوزه زمان به

 شود، در تعيين ميزان مجاز تلورانس خطا در فرآيند ساخت مفيد است.
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  کنندگاننیتأم یبندو رتبه یاب یارز  یبرا Fuzzy AHP–GNN یب یچارچوب ترک

 ١مهرپرور ميمر

 mmehrparvar@buqaen.ac.ir؛ استاديار رياضي كاربردي، دانشگاه بزرگمهر قاينات١

  چكيده

عياره عمدتاً كنندگان از تصميمات راهبردي در مديريت زنجيره تأمين است، اما بسياري از رويكردهاي رايجِ چندمارزيابي و انتخاب تأمين
كنندگان و اثرات سرايتي اختلالات تأمين» ايجايگاه شبكه«) تكيه دارند و نقش ظرفيتهاي عملكردي (مانند هزينه، كيفيت و بر شاخص

 و فرايند تحليل هاي عصبي گرافيگيرند. اين پژوهش با هدف رفع اين خلأ، چارچوبي تركيبي مبتني بر شبكهدر شبكه تأمين را ناديده مي
صورت كند. در اين چارچوب، شبكه تأمين بهمقياس ارائه ميهاي بزرگكنندگان در شبكهبندي تأمينبراي ارزيابي و رتبه مراتبي فازيسلسله

» امتياز ساختاري«ها استخراج و نهشتي گرافي، نمايش برداري گرهشود؛ سپس با استفاده از يك رمزگذار همسازي ميدار مدلگراف وزن
زمان، ترجيحات گردد. همهاي ساختاري (مانند درجه و انواع مركزيت) محاسبه ميكننده بر اساس اطلاعات همسايگي و ويژگيمينهر تأ

آيد. در نهايت، دست ميبه مراتبي فازيفرايند تحليل سلسله خبرگان از طريق مقايسات زوجي فازي گردآوري و وزن معيارها و زيرمعيارها با
زمان دهد ادغام همشود. نتايج نشان ميمي انجامبندي نهايي گر ادغام شده و رتبهو امتياز ساختاري با يك پارامتر تنظيم امتياز عملكردي

كنندگان راهبردي را براي كنندگان فراهم كرده و شناسايي تأمينتر از وضعيت تأميناطلاعات شبكه و قضاوت خبرگان، تصويري جامع
   .كندآوري تسهيل ميريسك و افزايش تاب طراحي سبد تأمين، مديريت

  .شبكه ليتحل ن؛يتأم رهيزنج كنندگان؛نيتأم يابيارز ؛يفاز يمراتبسلسله ليتحل نديفرا ؛يگراف يشبكه عصب : كلمات كليدي

 مقدمه -١

است.  نيمتأ رهيزنج تيريدر مد يراهبرد ماتياز تصم يكيها از آن نهيبه ياو انتخاب مجموعه كنندگاننيتأم تيريمد
اند و ساختار تمركز داشته ليو زمان تحو تيفيك نه،يمانند هز يفرد يارهايعمدتاً بر مع كنندگاننيتأم يابيارز يسنت يكردهايرو

 يتياثرات سرا توانديم كنندهنيتأم كيحال، اختلال در عملكرد  نياند. با اگرفته دهيرا ناد كنندگاننيتأم انيروابط م ياشبكه
. در رديمورد توجه قرار گ يابيدر ارز زين كنندگاننيتأم ياشبكه گاهيلازم است جا نيكند؛ بنابرا جاديدر كل شبكه ا ياگسترده

زمان كه هم شوديارائه م ي، چارچوب ٢يفاز يمراتبسلسله ليتحل نديو فرا ١يگراف يمدل شبكه عصب كي بيپژوهش، با ترك نيا
  .رديگيكار مبه كنندگاننيتأم يبندو رتبه يابيارز يان را براخبرگ حاتيشبكه و ترج ياطلاعات ساختار

 يهابه چارچوب ارهيمعساده تك يكردهاياز رو رياخ يهادهه يط كنندگان،نيو انتخاب تأم يابيمربوط به ارز يهاپژوهش
(از  كنندهنيتأم يارهاياز معگسترده  يامجموعه كسون،يمانند كار د يكي. مطالعات كلاساندافتهيتحول  يبيو ترك ارهيچندمع

در انتخاب  يريگميمند به تصمنگاه نظام تياند و بر اهمكرده يي) را شناساملكردو سابقه ع متيق ل،يتحو ت،يفيجمله ك
 يدر اغلب مطالعات تجرب ليو تحو تيفيك يارهايكه مع دهدينشان م زين يجامع بعد ياند. مرورهانموده ديتأك كنندهنيتأم
 اريصورت معو نه به ارهايمع نينه معمولاً در كنار ايو هز شونديگزارش م ديخر رانيمد يريگميعوامل در تصم نيترمهم عنوانبه
  .[8-6] رديگيمورد توجه قرار م گانهي

                                                           
1 GNN 
2 Fuzzy AHP 
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مرتبط با  يفاز يهاو روش AHP ،ANP ،TOPSIS مانند ييهاروش اره،يچندمع يريگميتصم يكردهايگسترش رو با
 ييتوانا ليبه دل يفاز يمراتبسلسله ليتحل نديفرا ان،يم نياند. در اكار گرفته شدهبه كنندهنيگسترده در انتخاب تأم طورها بهآن

 يابيو ارز ارهايبه مع يدهدر وزن جيرا ياز ابزارها يكيعنوان و ابهام موجود در قضاوت خبرگان، به تيطعقعدم يدر مدلساز
 ييگراو واقع يداريپا توانديم يكه استفاده از اعداد فاز دهديمطالعات نشان م نياز ا ياريبس جيشناخته شده است. نتا هانهيگز

 تير با ماهيشترا ب يريگميتصم يدهد و فضا شيافزا كيسكلا يمراتبسلسله ليتحل نديفرا آمده را نسبت بهدستبه يهاوزن
 [1,2,9,12,14].سازگار كند يانسان يهاقضاوت يزبان

 نيتأم رهياختلالات در زنج يستميو اثرات س كنندگاننيروابط تأم يابه ساختار شبكه ياندهيتوجه فزا ر،ياخ يهاسال در
 نيمتقابل ب يهايو وابستگ هيروابط چندلا يامكان مدلساز ده،يچيپ يهاشبكه ليبر گراف و تحل يمبتن يكردهايشده است. رو

 يهاگره ييشناسا يبرا يكيو نزد ينينابيب تيمانند درجه، مركز ييهاارچوب، شاخصچ نيا راند. درا فراهم كرده كنندگاننيتأم
 يالگوها يريادگيدر  يهستند و توان محدود ستايو ا يها اغلب خطشاخص نيحال، ا نياند؛ با امورد استفاده قرار گرفته يديكل
  .[3,11]در شبكه دارند تردهيچيپ

 ،يگراف يهابه داده ينهشتهم اتيعمل ميهستند كه با تعم قيعم يريادگي يهالاز مد يدينسل جد يگراف يعصب يهاشبكه
 . كننديرا فراهم م هااليها و از گره يغن يبردار يهاشيامكان استخراج خودكار نما

ه را شبك يو جهان ياطلاعات موضع تواننديكه م ندانشان داده ١ ينهشتاز نوع هم يگراف يمانند شبكه عصب ييهايمعمار
 يبندو خوشه وندهايپ ينيبشيها، پگره يبندطبقه رينظ يفيوظا يكنند و برا عيمختلف مدل تجم يهاهيزمان در لاصورت همبه

 يحاك هيمطالعات اول ماهنوز نسبتاً نوظهور است، ا GNN استفاده از ن،يتأم رهيارائه دهند. در حوزه زنج يها عملكرد مطلوبگره
  .[10,13]است يستميس يهاسكير ليو تحل يراهبرد كنندگاننيتأم ييشناسا يها برامدل نيا يبالا تياز ظرف

و  اندافتهيتوسعه  يخوببه كنندگاننيتأم يابيدر ارز ارهيو چندمع يفاز يهاكه اگرچه روش دهدينشان م اتيادب مرور
را  انيدو جر نيكه ا ياما تعداد مطالعات شوند،يم كار گرفتهبه نيتأم يهاشبكه ليدر تحل جيتدربه زيمحور نگراف يكردهايرو
تمركز  يسنت يارهايبر اساس مع يازدهيو امت يدهبر وزن ايها محدود است. اغلب پژوهش زكنند هنو بيترك كپارچهيصورت به

چندگانه  يارهايو مع نرايمد حاتيشبكه بدون در نظر گرفتن ترج ليصرفاً به تحل اي رند،يگيم دهيرا ناد يادارند و ساختار شبكه
 يايزمان از مزاوجود دارد كه بتوانند هم يبيترك يهاچارچوبتوسعه  نهيدر زم يمهم يرو، خلأ پژوهش ني. از اكننديبسنده م

پژوهش در  نيدر ا يشنهادي. چارچوب پرنديبهره بگ يفاز ارهيچندمع يريگميتصم يهاو روش يگراف قيعم يريادگي يهامدل
  [5,15]. شده است يخلأ طراح نيپاسخ به هم

  روش شناسيمسئله و  فيتعر -٢

و  ارهايمع يمراتب. سپس ساختار سلسلهشوديم نييتب قيپژوهش، اهداف و سؤالات تحق يبخش، مسئله اصل نيا در
 بيترك يشده و چارچوب مفهوم حيتشر يريگميدر تصم يانقش اطلاعات شبكه نيو همچن كنندگاننيتأم يابيارز يارهايرمعيز

GNN و Fuzzy AHP شوديم يمعرف كيصورت شماتبه.  
محور محور و خبرهداده يبيچارچوب ترك كياست و  يلتحلي–يفيتوص تيو از نظر ماه يپژوهش از نظر هدف كاربرد نيا

با  نيچارچوب ساختار شبكه تأم ني. در اكنديارائه م اسيمقشبكه بزرگ كيدر  كنندگاننيتأم يبندو رتبه يابيارز يبرا
 حاتيو ترج ديآيبه دست م يگراف يبا شبكه عصب كنندگاننيتأم يتارساخ تياهم شود،يداده م شينما يگراف يسازمدل
  .شوديدر نظر گرفته م يفاز يمراتبسلسله ليتحل نديبا فرا رندگانيگميتصم

گراف  كياست كه در قالب  يصنعت بنگاه كي نيتأم رهيها در زنجآن نيو روابط ب كنندگاننيپژوهش، تأم ياشبكه جامعه
                                                           

1 Graph Convolutional Networks(GCN) 
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 كنندهنيدو تأم نيمبادله ب انيجر اي نيوجود رابطه تأم انگريب اليو هر  كنندهنيتأم كيشده است؛ هر گره  يسازدار مدلوزن
 سيماتر در قالب يسازاستخراج و پس از پاك يداده سازمان يهاگاهيو پا دياز سوابق خر هااليها و است. اطلاعات مربوط به گره

و  نيو متخصصان حوزه تأم رانيمد زيورود به مدل آماده شده است. جامعه خبرگان ن يها براگره يژگيو سيمجاورت و ماتر
  .اندانتخاب شده هدفمند يريگهستند كه به صورت نمونه يبا حداقل پنج سال سابقه كار كيلجست

مجموعه   Vكه در آن   شوديمدل م  G=(V,E,W)دار  گراف وزن كيبه صورت  نيپژوهش، شبكه تأم نيا در
كه   شوديم فيتعر يابه گونه   Aمجاورت   سياست. ماتر هااليوزن   Wمبادله و  /نيمجموعه روابط تأم  E  كنندگان،نيتأم

𝐴௜௝ = 𝑤௜௝  نيشدت رابطه ب ايمثال حجم/تعداد تراكنش  ي(برا i  وjي) و در صورت نبود اطلاعات وزن،  𝐴௜௝ = در نظر   1
متقارن انجام  يسازاضافه و سپس نرمال يخود يهاارتباط، ابتدا حلقه-كردن خودمحاسبات و لحاظ يداريپا يبرا .شوديگرفته م

   شوديم
𝐴 ෩ =  𝐴 +  𝐼 

𝐷௜௜ = ෍ 𝐴ሚ௜௝
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 يريجلوگ ي. برادهديرا نشان م i كنندهنيتأم يهايژگيو𝑥 ௜ هر سطر   رند؛يگيقرار م   X  سيها در ماترگره يهايژگيو
 يهايژگيو صرفاً از  Xمرحله   ني)، در اشوديمحاسبه م Fuzzy AHP(كه جداگانه با  »يعملكرد ازيامت«با  يپوشاناز هم

  . يبندخوشه بيو ضر يكينزد تيمركز ،ينينابيب تيدار، مركزبه عنوان نمونه درجه، درجه وزن شود؛ياستخراج م يساختار
رمزگذار  ني)، همسكيطبقات ر اي »كيراستراتژيغ/يراهبرد كنندهنيتأم«مثال  ي(برا يتيريمد يهاصورت وجود برچسب در
GCN به كار رود يساختار ازياستخراج امت يبرا يبندطبقه يآموزش داده شود و خروج زين يتنظارمهيبه صورت ن توانديم.  
. شوديم فيها تعرگره يبرا X يژگيو يو بردارها A مجاورت سيبه صورت ماتر يساختار يهاشبكه، داده يسازگام مدل در
 سيبا استفاده از ماتر هيكه در آن هر لا گردديم يپنهان طراح هيدو لا اي كيبا  ينهشتاز نوع هم يگراف يشبكه عصب كيسپس 

 يها. مدل بسته به نوع دادهكنديم يروزرسانهر گره را به يبردار شيكرده و نما عيرا تجم يگيساشده، اطلاعات هممجاورت نرمال
 يينها يژگيبردار و كي كنندهنيهر تأم يبرا تيو در نها شودينظارت آموزش داده مبدون اي ينظارتمهيدر دسترس، به صورت ن

 نُرم بردار) محاسبه و به صورت اي يازدهيتابع امت كي قي(مثلاً از طر يساختار ازيامت كيكه با استفاده از آن  ديآيبه دست م

𝑆ீேே شوديم رهيذخ.  
 ياصل يارهايهدف، مع شامل كنندگاننيتأم يابيارز يمراتبابتدا ساختار سلسله رندگان،يگميتصم حاتيكردن ترجلحاظ يبرا

 سهي. سپس پرسشنامه مقاشوديم نيمربوطه تدو يارهايرمعي) و زيداريو پا سكير ،يريپذانعطاف ل،يتحو نه،يهز ت،يفي(مانند ك
 سهيمقا يهاسيهر سطح به ماتر يها برا. پاسخرديگيخبرگان قرار م اريو در اخت يطراح يثمثل يبر اساس اعداد فاز يفاز يزوج
 يسازيرفازيمحاسبه، غ ارهايرمعيو ز ارهايمع ي. وزن فازشونديم عيتجم يفاز يهندس نيانگيو با استفاده از م ليتبد يفاز يزوج

ها تا از منطق قضاوت شوديكنترل م زين ينرخ ناسازگار د؛يآ دستبه  𝑆௙௨௭௭௬ هاوزن ييتا بردار نها گردديم يسازو نرمال
  .حاصل شود نانياطم

محاسبه و به  Fuzzy AHP يهامختلف و وزن يارهايها در معبر اساس عملكرد آن كنندگاننيتأم ازيامت ،يينهاگام  در
 يصورت كه برا نيبد گردد؛يم بيترك GNN حاصل از يساختار ازيبا امت ازيامت ني. اشوديداده م شينما 𝑆௙௨௭௭௬(𝑖) صورت
𝑆௙௜௡௔௟(𝑖) طهاز راب يينها ازيامت i كنندهنيهر تأم  =  𝛼𝑆௙௨௭௭௬(𝑖)  +  (1 − 𝛼) 𝑆ீேே(𝑖) كه در آن د،يآيبه دست م 
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α مرتب  يينها ازيبر اساس امت كنندگانني. تأمكنديم ميخبرگان و ساختار شبكه را تنظ حاتيترج ينقش نسب ك،يصفر و  نيب
  پردازيم:يك مثال ساده مي. حال براي درك بهتر مطالب به حل  شونديم يبندو رتبه

  كه رابطه آنها(مجوعه يالها)  به صورت (A,B,C,D)تامين كننده  ٤خواهيم فرض كنيد مي مثال:
 E = {(A,B), (B,C), (B,D), (A,D)} كيفيت،  (آماده است) را با توجه به معيارهاي ١(كه در جدول شوديم فيتعر

  بندي كنيم ؟ رتبه )قيمت و ظرفيت
  . است بوده deg(D)=2و  deg(A)=2 ،deg(B)=3 ،deg(C)=1 بيترتها بههدرج نيبنابرا

  
ها: رابطه بين تامين كننده١جدول  

 A B C D 

A ١ ٠ ١ ٠ 

B ١ ١ ٠ ١ 

C ٠ ٠ ١ ٠ 

D ٠ ٠ ١ ١ 

  كنندگان و نوع رابطه آنها به صورت زير است :براي اين منظور گراف تامين

  
 گراف مثال -١شكل 

  پس داريم:

෍ 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒 = 8 

  و
𝑆ீேே = [0.25,0.375,0.125,0.25] 

 
  و ماتريس مقايسه زوجي فازي معيارها با توجه به نظرات خبرگان به صورت زير است:

 
  : ماتريس مقايسه معيارها٢جدول

   (قيمت)𝑪𝟏 (كيفيت)𝑪𝟐 (ظرفيت)𝑪𝟑 مجموع سطري
(6,7,8) (3.5,4,4.5)  (1.5,2,2.5)  (1,1,1) 𝑪𝟏 

(3.9,4.5,5.167) (2.5,3,3.5)  (1,1,1)  (1/2.5,1/2,1/1.5)  𝑪𝟐 
(1.5079,1.5833,1.6857) (1,1,1)  (1/3.5,1/3,1/2.5)  (1/4.5,1/4,1/3.5)  𝑪𝟑 

  كنيم:با استفاده از روش چانگ نافازي سازي و وزنهاي نهايي را تعيين مي
  

  : وزن نهايي٣جدول

  وزن نهايي و نرمال شده  
0.5337  𝒘𝟏 
0.3448  𝒘𝟐 
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0.1214  𝒘𝟑 
𝑤ଵكه  + 𝑤ଶ + 𝑤ଷ ≈   :. حال اگر عملكرد عددي هر تامين كننده نسبت به معيارها به صورت زير باشد1

  
  هاكننده: عملكرد عددي تامين٤جدول

  

𝑪𝟑(ظرفيت) 𝑪𝟐(كيفيت) 𝑪𝟏(قيمت)   
80  85  70  A 
90  80  60  B 
75  78  65  C  
60  70  80  D  
  

كنيم و براي هزينه، كمترين هزينه را ها ، در دو معيار ظرفيت و كيفيت بزرگترين داده را انتخاب ميبراي نرمال سازي داده
  :كنيمكنيم و سپس امتياز هر تامين كننده را از رابطه زير تعيين ميسازي ميانتخاب و سپس نرمال

  
  : نرمال سازي عملكرد٥جدول

𝑪𝟑(ظرفيت) 𝑪𝟐(كيفيت) 𝑪𝟏(قيمت)   
٠,٨٦  ١  ٠,٨٩  A 

١  ٠,٩٤  ١  B 

٠,٩٢  ٠,٩٢  ٠,٨٣  C  
٠,٧٥  ٠,٨٢  ٠,٦٧  D  
  

𝑆௙௨௭௭௬(𝑖) = ෍ 𝑤௝. 𝐶௝        𝑖 = 𝐴, . . . , 𝐷

ଷ

௝ୀଵ

 

𝑆௙௨௭௭௬(𝐴) = 0.923 , 𝑆௙௨௭௭௬(𝐵) = 0.979 , 𝑆௙௨௭௭௬(𝐶) = 0.873  , 𝑆௙௨௭௭௬(𝐷) =  0.731 
  كنيم:و در آخرين مرحله وزنهاي بدست آمده را ادغام و وزن نهايي را تعيين مي

𝛼اگر  =   فرض شود، داريم: 0.6
𝑆௙௜௡௔௟(𝑖) = 0.4𝑆ீேே(𝑖) + 0.6𝑆௙௨௭௭௬(𝑖) 

  
𝑺𝒇𝒊𝒏𝒂𝒍 𝜶

= 𝟎. 𝟔 
0.6538  A 

0.7378  B  
0.5738  C  
0.4885  D  

𝐵ه درآن ك > 𝐴 > 𝐶 > 𝐷. 

𝛼حال اگر  =   فرض شود، داريم:  0.1
𝑆௙௜௡௔௟(𝑖) = 0.9𝑆ீேே(𝑖) + 0.1𝑆௙௨௭௭௬(𝑖) 
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𝑺𝒇𝒊𝒏𝒂𝒍 𝜶
= 𝟎. 𝟏 

0.3173  A 

0.4355  B  
0.1998  C  
0.2980  D  

  
𝐵كه درآن  > 𝐴 > 𝐷 > 𝐶.  

  يريگجهينت -٣

 يبندو رتبه يابيارز يبرا يفاز يمراتبسلسله ليتحل نديو فرا يگراف يعصب بر شبكه يمبتن يبيترك يپژوهش، چارچوب نيا در
 از يريگدر قالب گراف و بهره نيساختار شبكه تأم يسازارائه شد. با مدل اسيمقبزرگ نيشبكه تأم كيدر  كنندگاننيتأم

GNNو با استفاده از ديها استخراج گردآن ياشبكه گاهيمنظر جا زا كنندگاننيتأم يساختار تي، اهم Fuzzy AHPحاتي، ترج 
 توانديم يدو منبع اطلاعات نيا بينشان داد كه ترك جيوارد مدل شد. نتا ارهايرمعيو ز ارهايدر قالب وزن مع رندگانيگميتصم
 توانديچارچوب م نيكمك كند. ا يراهبرد كنندگاننيتأم ييارائه دهد و به شناسا كنندگاننيتأم تيتر از وضعجامع يريتصو

 رانيمورد استفاده مد نيتأم رهيزنج يآورتاب شيو افزا سكير تيريمد كنندگان،نيسبد تأم يطراح يبرا يليتحل يعنوان ابزاربه
  .رديقرار گ
و  تيفيبه ك جينتا يوابستگ ها،تياز محدود يكيمواجه است.  ييهاتيمطالعات با محدود ريهمانند سا زيپژوهش ن نيا
 يبر اساس قضاوت گروه ارهايمع يدهوزن ن،ياست. همچن كنندگاننيتأم يو اطلاعات عملكرد ياكهشب يهاداده تيجامع

داشته باشد. از  يسازيو بوم يبه بازنگر ازين گريد يهاسازمان اي عينااز خبرگان انجام شده است و ممكن است در ص يمحدود
با  ندهيدر مطالعات آ توانديم Fuzzy AHP شخصروش م كيو  GNN ينوع معمار كياستفاده از  ،يشناختمنظر روش

 ،يآت يهادر پژوهش شوديم شنهاديشود. پ سهيمقا ارهيچندمع يريگميتصم يهاروش ريبا سا بيترك اي ترشرفتهيپ يهامدل
 يريپذحيتوض يكردهايرو يريكارگو به سكير يوهايتوسعه سنار ا،يپو يهامختلف، استفاده از داده عيچارچوب در صنا نيكاربرد ا

 .رديمورد توجه قرار گ يگراف يهامدل يبهتر خروج ريتفس يبرا
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  چكيده

كند. قياسي ايفا ميهاي رياضيات، نقشي كليدي در پرورش تفكر منطقي، تجسم فضايي و استدلال ترين شاخهعنوان يكي از بنياديهندسه به
با اين حال، آموزش هندسه در دوره متوسطه دوم با چالشي ساختاري مواجه است كه خود را در قالب گسست ميان شهود هندسي 

ر تفك سطوح« نظري هايچارچوب بر اتكا با و تحليلي_دهد. پژوهش حاضر با رويكرد توصيفيآموزان و فهم صوري برهان نشان ميدانش
پردازد. نتايج نشان هاي شناختي، آموزشي و فناورانه اين مسئله مي، به واكاوي ريشه»بيننظريه مفاهيم فيگورال فيش«و » يلههندسي وان

هاي اي، و ضعف در پيوند دادن بازنماييدهد كه ناهماهنگي سطح تدريس با سطح تفكر يادگيرندگان، غلبه فهم ابزاري بر فهم رابطهمي
هاي آموزشي منتخب و بررسي اند. در ادامه، با تحليل تطبيقي نظامري، از عوامل اصلي ناكارآمدي آموزش هندسهبصري با ساختارهاي صو

افزارهاي هندسه پويا، هوش مصنوعي و واقعيت افزوده، راهبردهايي براي ترميم شكاف ميان شهود و هاي نوين از جمله نرمنقش فناوري
  .شودبرهان ارائه مي

  .هيل؛ مفاهيم فيگورال؛ هوش مصنوعي؛ واقعيت افزوده؛ هندسه پوياموزش هندسه؛ سطوح وانآكلمات كليدي: 

  مقدمه -١

هاي مختلف رياضيات، جايگاهي يگانه دارد؛ زيرا در آن، ادراك بصري، تجربه فضايي و استدلال قياسي هندسه در ميان شاخه
 دسه را به بستري مناسب براي گذار تدريجي از تفكر حسينشينيِ شهود و منطق، هنشوند. اين همزمان فعال ميطور همبه

آموزان دهد كه بسياري از دانشو تجربيات معلمان نشان مي پژوهشي شواهد وجود، اين با. سازدمي بدل انتزاعي تفكر به شهودي
يكي از دلايل اصلي اين . دانهاي جدي مواجهويژه درك و توليد برهان با دشواريدوره متوسطه دوم در فهم مفاهيم هندسي و به

هاي پيشين و زبان صوري اثبات در دوره متوسطه دوم است. آموزش هاي شهودي دورهوضعيت، گسست ناگهاني ميان تجربه
آنكه فرصت كافي براي كند، بيهاي استاندارد تأكيد ميرسمي هندسه غالباً بر ارائه تعاريف دقيق، نمادگذاري صوري و برهان

كند كه در آن، ايجاد مي» شناختيشوك معرفت«اهيم و طي مراحل شناختي لازم فراهم شود. اين امر نوعي سازي مفدروني
كوشد شوند. پژوهش حاضر ميكنند، بلكه نسبت به ضرورت آن نيز دچار ترديد ميتنها معناي برهان را درك نميآموزان نهدانش

رويكردهاي نوين آموزشي، اين بحران را تبيين و مسيرهاي اصلاح آن را  هاي شناختي معتبر و تحليل تطبيقيبا تكيه بر نظريه
 .ترسيم كند
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  هندسه يريادگيموانع  يشناخت يو واكاو نظري چارچوب -٢

  ليهوان يسطوح تفكر هندس هنظري. ٢-١

اي و مرحله ها در آموزش هندسه است كه يادگيري مفاهيم هندسي را فرآينديهيل يكي از تأثيرگذارترين نظريهنظريه وان
تجسم يا شناسايي  ،: اوليابدداند. بر اساس اين نظريه، تفكر هندسي در پنج سطح متمايز رشد ميوابسته به تجربه آموزشي مي

دقت و ؛پنجماستنتاج صوري و اثبات، و ؛چهارماستنتاج غيررسمي و ارتباط ميان قضايا، ؛سومها، تحليل ويژگي؛دوم بصري،
هيل آن است كه انتقال از يك سطح به سطح بالاتر، نه به بلوغ سني بلكه به كيفيت حوري در نظريه واننكته م. مندي صورينظام

و نوع آموزش وابسته است. در نظام آموزشي دوره متوسطه دوم، غالباً آموزش هندسه مستقيماً در سطح استنتاج صوري (سطح 
آموزان هنوز در سطح تحليل يا حتي تجسم قرار دارند. اين ناهماهنگي توجهي از دانششود، در حالي كه بخش قابل) ارائه ميچهارم

هايي حفظي و فاقد معنا درك صورت گزارهآموزان نامفهوم جلوه كند و قضايا بهشود كه زبان برهان براي دانششناختي موجب مي
رد. هنگامي كه معلم با زباني فراتر از سطح كند كه هر سطح، زبان و منطق خاص خود را داهيل تأكيد ميافزون بر اين، وان. شوند

هاي اصلي گسست ميان شهود و برهان، دهد. از اين منظر، يكي از ريشهگويد، يادگيري واقعي رخ نميآموز سخن ميتفكر دانش
  .مراتب شناختي در طراحي برنامه درسي و روش تدريس استتوجهي به سلسلهبي

  نيبشيف گوراليف ميمفاه هنظري. ٢–٢

سازد. از ديدگاه او، مفاهيم هندسي ، ماهيت خاص مفاهيم هندسي را برجسته مي»مفاهيم فيگورال«بين با معرفي نظريه فيش
درك عميق هندسه زماني حاصل  (concept). تعريفي_و بُعد انتزاعي (figure) شهودي_بُعد تصويري: اندزمانداراي دو بعُد هم

آموزان در حل مسائل هندسي، بيش از آنكه به در عمل، بسياري از دانش. ناختي قرار گيرندشود كه اين دو بُعد در تعادل شمي
شود ساز ميكنند. اين امر زماني مسئلههاي منطقي تكيه كنند، به تصوير ذهني يا نمودار ترسيمي اعتماد ميها و استدلالتعريف

بين اين وضعيت را كه با عموميت قضيه سازگار نيست. فيشكننده باشد يا حالت خاصي را القا كند كه تصوير بصري گمراه
 .شودنامد؛ تعارضي كه در آن، باورپذيري بصري جايگزين ضرورت منطقي ميمي» مفهوم_تعارض تصوير«

گيري شهود و انگيزش حل مناسبي نيست؛ زيرا تصوير نقش مهمي در شكلاز منظر آموزشي، حذف يا ناديده گرفتن تصاوير نيز راه
آموز از شهود تصويري به كنترل مفهومي و استدلال صوري است. اينجاست كه دگيري دارد. چالش اصلي، هدايت آگاهانه دانشيا

 .اي شناختي ايفاي نقش كنندعنوان واسطهتوانند بههاي تعاملي ميابزارهاي فناورانه و محيط

 مفهوم برهان در آموزش هندسه يشناسبآسي -٣

آموزان برهان اي و نماد تفكر رياضي پيشرفته است. با اين حال، در عمل، بسياري از دانشندسه مدرسهبرهان، ستون فقرات ه
، »ايفهم رابطه«و » فهم ابزاري«كنند. بر اساس تمايز اسكمپ ميان فايده تلقي ميرا فعاليتي غيرطبيعي، دشوار و حتي بي

آموز در چنين شرايطي، دانش. ها و الگوهاي آماده برهان تأكيد داردتوان گفت كه نظام آموزشي بيش از حد بر آموزش رويهمي
توان آن را تغيير داد. فهمد چرا اين برهان معتبر است يا چگونه ميآموزد كه چگونه يك برهان خاص را بازتوليد كند، اما نميمي

زاره در زنجيره استدلال روشن نيست. اين يابد و نقش هر گاي از جملات منفصل تقليل مينتيجه آن است كه برهان به مجموعه
كند و در گيري يا مشاهده موردي) فراهم ميوضعيت، زمينه را براي جايگزيني استدلال قياسي با تأييد تجربي (مانند اندازه

 .رودنهايت، ضرورت منطقي برهان زير سؤال مي
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  يقيتطب ليو تحل نينو يكردهاروي -٤

دهد كه آموزش هندسه در اين كشورها از چارچوب صلب و صرفاً اقليدسي موفق نشان ميهاي آموزشي بررسي تطبيقي نظام
وگوهاي با تأكيد بر گفت» شدهكشف هدايت«تر حركت كرده است. در ژاپن، الگوي فاصله گرفته و به سوي رويكردهاي منعطف

دهد. در فنلاند، رويكرد ستدلال مشاركت ميآموزان را در فرآيند توليد قضيه و ابرانگيز، دانشكلاسي و طرح مسائل چالش
در ايالات متحده،  .سازدپديدارشناسانه با پيوند دادن هندسه به معماري، طراحي و فضاهاي واقعي، مفاهيم انتزاعي را عيني مي

دهد. همچنين يتري به مفاهيم هندسي ارائه مهندسه تحولي با تمركز بر تبديلاتي چون انتقال، دوران و تقارن، نگاه ساختاري
به  )Scratch يا Python Turtle نظير(نويسي در كشورهايي مانند كره جنوبي و استوني، هندسه الگوريتمي و استفاده از برنامه

صورت فرايندهاي منطقي و قابل اجرا درك كنند. اين رويكرد، پيوندي عميق كند تا روابط هندسي را بهآموزان كمك ميدانش
  سازد.تفكر محاسباتي و خلاقيت بصري برقرار مي ميان منطق رياضي،

  هاي نوين در آموزش هندسهنقش هوش مصنوعي و فناوري -٥

 (AI) كاربردهاي هوش مصنوعي در آموزش هندسه هوش مصنوعي.  ٥-١

حليل توانند با تهاي آموزشي هوشمند ميسازي يادگيري هندسه فراهم كرده است. سامانههاي نويني براي شخصيظرفيت 
هيل) تشخيص داده و مسير يادگيري ها را (بر اساس سطوح وانآموزان، سطح تفكر هندسي آنها و الگوهاي خطاي دانشپاسخ

اي كه گونههاي هوش مصنوعي قادرند بازخورد آني و تطبيقي ارائه كنند؛ بهمتناسب پيشنهاد دهند. افزون بر اين، الگوريتم
در توليد مسائل پويا و چندسطحي  AI كاربرد ديگر. پاسخ، بلكه از منطق خطاي خود آگاه شودتنها از نادرستي آموز نهدانش

شوند و او را به تدريج از شهود بصري به استدلال صوري طور خودكار با سطح توانايي يادگيرنده سازگار مياست؛ مسائلي كه به
آموزان و هاي نوشتاري دانشتوانند در تحليل برهانميكنند. همچنين ابزارهاي مبتني بر پردازش زبان طبيعي هدايت مي

 . هاي منطقي مورد استفاده قرار گيرندشناسايي گسست

 افزارهاي تعامليهندسه پويا و نقش نرم .  ٥-٢

و » تغيير«زمان ، امكان مشاهده همDesmos Geometry و  GeoGebra ،Cabri  مانند  افزارهاي هندسه پويانرم 
بندي حدس و در كند تا از مشاهده تجربي روابط، به صورتآموز كمك ميكنند. اين ويژگي به دانشا فراهم مير» ناوردايي«

ش نق و داده كاهش را مفهوم_توانند تعارض تصويرها ميدهد كه اين محيطها نشان مينهايت به اثبات صوري برسد. پژوهش
  .تقا دهندكننده به ابزار اكتشافي ارتصوير را از عامل گمراه

  در آموزش هندسه (AR) فناوري واقعيت افزوده .٥-٣
سازد. در بعدي مفاهيم هندسي را فراهم ميهاي ديجيتال به محيط واقعي، امكان تجسم سهواقعيت افزوده با افزودن لايه 

هاي ترسيم محدوديتصورت تعاملي نمايش دهد و تواند احجام، مقاطع و تبديلات فضايي را بهمي ARآموزش هندسه فضايي، 
آموزاني كه در تجسم فضايي ضعف دارند، ابزاري توانمند براي پيوند دادن ويژه براي دانشدوبعدي را برطرف كند. اين فناوري به

  .شودتجربه حسي با استدلال هندسي محسوب مي

  هاي گذار از آموزش سنتي به آموزش مدرن هندسهچالش -٦ 

محور، فرايندي پيچيده و چندبعدي است كه با رويكردهاي مدرن، فناورانه و يادگيرنده گذار از آموزش سنتي هندسه به
سازي تواند موجب شكست يا سطحيها ميآموزان همراه است. ناديده گرفتن اين چالشهاي جدي براي معلمان و دانشچالش
  .هاي آموزشي شودنوآوري
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 هاي معلمانچالش .٦-١ 

شناسي شناختي آموزش هندسه در دوره متوسطه دوم با تأكيد بر رويكردهاي نوين ي: آسيباز شهود بصري تا برهان صور
 .تطبيقي

معلمان در برابر تغيير است. بسياري از معلمان، خود محصول نظام آموزش سنتي » ايمقاومت حرفه«ترين موانع، يكي از مهم
در نتيجه، درك عميقي از رويكردهاي اكتشافي، هندسه پويا يا  اند وساختههاي از پيشمبتني بر انتقال مستقيم دانش و برهان

و نگراني از دست دادن كنترل  (Technological Anxiety) آموزش مبتني بر فناوري ندارند. اين امر گاه به اضطراب فناورانه
م و نظام ارزشيابي مبتني هاي ضمن خدمت هدفمند، فشار برنامه درسي متراكافزون بر اين، كمبود آموزش. شودكلاس منجر مي

جاي هاي نوين بهكند. در چنين شرايطي، فناوريورزي و نوآوري را از معلمان سلب ميهاي استاندارد، فرصت تجربهبر آزمون
  د.يابنهايي سطحي و نمايشي تقليل ميآنكه ابزار تحول باشند، به افزونه

  دانش آموزانهاي چالش  .٦-٢
ها به يادگيري منفعل و دريافت آموزاني كه سالر به آموزش مدرن همواره آسان نيست. دانشآموزان نيز گذابراي دانش

محور و مبتني بر فناوري، دچار سردرگمي شناختي هاي اكتشافي، پرسشاند، در مواجهه با روشهاي آماده عادت كردهپاسخ
هايي را توضيح دهند و خطاهايشان را تحليل كنند؛ مهارتسازي كنند، استدلال خود رود كه فرضيهها انتظار ميشوند. از آنمي

هاي همچنين شكاف ديجيتال، تفاوت در دسترسي به ابزارهاي فناورانه و مهارت .اندمند پرورش نيافتهطور نظامتر بهكه پيش
افزارهاي هندسه فاده از نرمتواند نابرابري آموزشي را تشديد كند. در صورت نبود راهبري آموزشي مناسب، استسواد ديجيتال، مي

  .هاي هوشمند ممكن است به يادگيري سطحي يا اتكاي افراطي به مشاهده تجربي بينجامدپويا يا محيط
  نهادي و فرهنگيهاي چالش. ٦-٣
در سطح كلان، فرهنگ آموزشي مبتني بر نمره، كنكور و پاسخ درست واحد، با فلسفه آموزش مدرن هندسه كه بر فرايند  
زمان برنامه درسي، ارزشيابي و نظام تربيت معلم، تحول خطا و بازانديشي تأكيد دارد، در تعارض است. بدون اصلاح هم تفكر،

  .تواند شكاف ميان شهود و برهان را ترميم كندتنهايي نميروش تدريس به

  و پيشنهادها نتيجه گيري -٧

ره متوسطه دوم، ريشه در ناهماهنگي شناختي، غلبه فهم دهد كه بحران آموزش هندسه در دوهاي پژوهش نشان مييافته
  شود: براي اصلاح اين وضعيت، پيشنهاد مي. توجهي به نقش شهود داردابزاري و بي

  .هيل بازطراحي شودمراتب سطوح وان) محتواي آموزشي بر اساس سلسله١(
  .دمحور در برنامه درسي ادغام گرد) رويكردهاي هندسه تحولي و الگوريتم٢(
  .مند استفاده شودصورت هدفمند و نظامهاي هندسه پويا، هوش مصنوعي و واقعيت افزوده به) از محيط٣(
  .نظام ارزشيابي از تأكيد بر بازتوليد برهان به سنجش فرايند تفكر استدلالي تغيير يابد )٤( 
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همیلتونی و مقایسه -سازی یک شبکه الکتریکی در چارچوب سیستم پورتمدل
  دل متناظر در چارچوب فضای حالتآن با م

 اللهيمهرآسا آيت

 m_ayatollahi@pnu.ac.ir :، تهران، ايران١٩٣٩٥-٤٦٩٧گروه رياضي، دانشگاه پيام نور، صندوق پستي ، استاديار

  چكيده

گران و مهندسان هاي ديناميكي از ديرباز مورد توجه پژوهشمدل فضاي حالت به عنوان يك چارچوب كلاسيك براي تحليل و طراحي سيستم
هاي كنند، نمايشاي كه ساختار فيزيكي و جريان انرژي را حفظ ميهاي فيزيكي پيچيده و چند دامنهبوده است. با اين حال، براي سيستم

-هاي جايگزين، ساختار سيستم پورتاند. يكي از اين چارچوبجايگزين كارآيي بيشتري دارند و توجه بيشتري را به خود جلب كرده
كند. در اين مقاله، با ارائه سازي ميسازي، اتلاف و اتصال انرژي مدلهميلتوني، ديناميك را بر اساس ذخيره-لتوني است. ساختار پورتهمي
   پردازيم. ها ميهميلتوني و فضاي حالت براي يك شبكه الكتريكي به مقايسه آن-هاي پورتمدل

  هميلتوني.-اختار پورتشبكه الكتريكي، مدل فضاي حالت، س كلمات كليدي: 

 مقدمه -١

است. عموميت و سهولت كاربرد فضاي حالت،  فضاي حالت از اواسط قرن بيستم، سنگ بناي نظريه كنترل مدرن بوده نمايش
پذير هاي خطي و غيرخطي امكانكننده را براي طيف وسيعي از سيستمامكان تجزيه و تحليل سيستماتيك و تحليل كنترل

گيرند و در عوض بر راحتي رياضي ها را ناديده ميهاي فضاي حالت اغلب ساختار فيزيكي سيستمين حال، مدل]. با ا١سازد [مي
  كنند.تمركز مي

دهند كه ريشه در اصول فيزيكي مانند سازي مبتني بر انرژي ارائه ميهميلتوني يك الگوي مدل-هاي پورتدر مقابل، سيستم
هاي سازي در سيستمسازي مدلها دارد. اين چارچوب كه در ابتدا براي يكپارچهپورت پايستگي انرژي و تبادل توان از طريق

ها تبديل شده مكانيكي، الكتريكي و ترموديناميكي توسعه داده شده بود، به ابزاري قدرتمند براي طراحي كنترل و اتصال سيستم
هاي طراحي كنترل غيرخطي سيستماتيك را با كنيكهميلتوني، ت-هاي مبتني بر انرژي در چارچوب پورتاست به طوريكه روش

 ].٦دهند [شده ارائه ميخواص پايداري تضمين

  پردازيم.در اين مقاله، به طور مختصر به مقايسه اين دو چارچوب براي يك شبكه الكتريكي مي

  مدل فضاي حالت -٢

  ت زير است:در حالت كلي، يك سيستم كنترل غيرخطي در مدل فضاي حالت داراي نمايشي به صور

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢)

𝑦 = 𝑔(𝑥, 𝑢)
              )١(  

𝑥كه جايي ∈ ℝ௡  ،بردار حالت𝑢 ∈ ℝ௠  بردار ورودي و𝑦 ∈ ℝ௣ شوند. اين فرم نمايش، براي يك بردار خروجي ناميده مي
  به صورت زير است: (LTI)سيستم كنترل خطي ناورداي زماني 
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𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢

           )٢(  

]. به عنوان ١ها صرف نظر از منشأ فيزيكي آنها مناسب و قابل استفاده است [بندي براي طيف وسيعي از سيستماين فرمول
  گيريم:نمونه، يك شبكه الكتريكي مطابق شكل زير را در نظر مي

  
𝐼௅భبه عنوان ولتاژ خازن و  𝑉஼با در نظر گرفتن براي سيستم فوق 

𝐼௅మو  
ها، قوانين فيزيك منجر به به عنوان جريان مقاومت 

  شود: مجموعه روابط زير مي

𝐿ଵ
ௗூಽభ

(௧)

ௗ௧
= 𝑉௅భ

(𝑡) = 𝑉஼(𝑡) + 𝑉(𝑡)           
 

𝐿ଶ
ௗூಽమ

(௧)

ௗ௧
= 𝑉௅మ

(𝑡) = 𝑉஼(𝑡)                         
 

𝐶
ௗ௏಴(௧)

ௗ௧
= 𝐼஼(𝑡) = −𝐼௅భ

(𝑡) − 𝐼௅మ
(𝑡)         

        )٣(  

𝑢(𝑡))را به عنوان ورودي  𝑉(𝑡)اكنون  = 𝑉(𝑡))  درنظر گرفته و با فرض اينكه فقط𝐼௅భ
(𝑡) گيري باشد، خروجي قابل اندازه

𝐼௅భرا برابر با 
(𝑡) كنيم (انتخاب مي𝑦(𝑡) = 𝐼௅భ

(𝑡)كننده سيستم مورد نظر عبارتست از:). در اينصورت معادله ديفرانسيل توصيف  

𝐿ଵ𝐶𝑦(𝑡) + ቀ1 +
௅భ

௅మ
ቁ 𝑦̇(𝑡) =

ଵ

௅మ
𝑢(𝑡) + 𝐶𝑢̈(𝑡)        )٤(  

را به صورت زير  𝑥(𝑡)حالت  )، بردار٣) به مدل فضاي حالت با توجه به مجموعه روابط (٤براي تبديل معادله ديفرانسيل (
  كنيم:انتخاب مي

𝑥(𝑡) = ቎

𝑥ଵ(𝑡)
𝑥ଶ(𝑡)
𝑥ଷ(𝑡)

቏ = ቎

𝐼௅భ
(𝑡)

𝐼௅మ
(𝑡)

𝑉஼(𝑡)

቏         )٥(  

  گيري، مدل فضاي حالت متناظر با شبكه الكتريكي مورد نظر را به صورت زير خواهيم داشت:بدين ترتيب با مشتق

𝑥̇(𝑡) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

ଵ

௅భ
𝑥ଷ(𝑡) +

ଵ

௅భ
𝑉(𝑡)

ଵ

௅మ
𝑥ଷ(𝑡)

−
ଵ

஼
𝑥ଵ(𝑡) −

ଵ

஼
𝑥ଶ(𝑡)⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 0 0

ଵ

௅భ

0 0
ଵ

௅మ

−
ଵ

஼
−

ଵ

஼
0⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

቎

𝑥ଵ(𝑡)

𝑥ଶ(𝑡)
𝑥ଷ(𝑡)

቏ + ቎

ଵ

௅భ

0
0

቏ 𝑉(𝑡)

   

𝑦(𝑡) = [1 0 0] ቎

𝐼௅భ
(𝑡)

𝐼௅మ
(𝑡)

𝑉஼(𝑡)

቏                                                                         

     )٦(  

از آنجا كه مدل فضاي حالت در فضاي اقليدسي تعريف شده است، طبيعي است كه براي اين مدل از نرم اقليدسي استفاده 
  با: ) برابر است٦شود؛ نرم اقليدسي متناظر با مدل (
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ቯ

𝐼௅భ

𝐼௅మ

𝑉஼

ቯ = ට𝐼௅భ

ଶ + 𝐼௅మ

ଶ + 𝑉஼
ଶ         )٧(  

 هميلتوني-چارچوب سيستم پورت -٣

يك چارچوب قدرتمند براي  ،PHS اختصاريا به (Port-Hamiltonian Control System) هميلتوني-سيستم كنترل پورت
  ي انرژي بنا شده است. است كه مستقيماً بر پايههاي فيزيكي سازي و كنترل سيستممدل

شامل ساختار فيزيكي سيستم (و  شودشده (هميلتوني) توصيف ميديناميك سيستم با انرژي ذخيرهها، در اين نوع سيستم
 ].٢[ گيردها انجام مياز طريق پورت نيز تبادل انرژي سيستم با محيط؛ شودو اتلاف) صريحاً در مدل ديده مي اتصالات

 :است زير شكل به هميلتوني-فرم استاندارد يك سيستم پورت

𝑥̇ = (𝐽(𝑥) − 𝑅(𝑥))ௗ∇𝐻(𝑥) + 𝐺(𝑥)ௗ𝑢
𝑦 = 𝐺்(𝑥)ௗ∇𝐻(𝑥)

        )٨(  

𝑥 كه در آن ∈ ℝ௡ بردار حالت ،𝐻(𝑥) (معمولاً كل انرژي سيستم) و  تابع هميلتوني𝑢, 𝑦  خروجي و ورودي هستند كه
انرژي را است كه  (Interconnection) اتصاليبينپاد متقارن به نام ماتريس  ماتريسيك  𝐽(𝑥)باشند. ل توان ميدهنده تبادنشان

  ماتريس اتلافباشد و نيز يك ماتريس نيمه معين مثبت، بيانگر اصطكاك، مقاومت و تلفات مي 𝑅(𝑥). كندحفظ مي
(Dissipation) شود. ماتريس ناميده مي𝐺(𝑥) ناميده ها پورتاست، ماتريس  تزريق انرژي به سيستم نحوهدهنده نشان نيز كه

 شود.مي

) (مشابه مدل فضاي حالت)، ٥) ارائه شده و با درنظر گرفتن حالت سيستم به صورت (٣براي شبكه الكتريكي كه با معادله (
  هميلتوني عبارت خواهند بود از:-هاي متناظر براي توصيف سيستم پورتماتريس

𝐽 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 0 0

ଵ

௅భ஼

0 0
ଵ

௅మ஼

−
ଵ

௅భ஼
−

ଵ

௅మ஼
0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 , 𝐻 = ൥
𝐿ଵ 0 0
0 𝐿ଶ 0
0 0 𝐶

൩        )٩(  

  كه در اينصورت نرم با توجه به انرژي برابر است با:

𝐸 =
ଵ

ଶ
(𝐿ଵ𝐼௅భ

ଶ + 𝐿ଶ𝐼௅మ
ଶ + 𝐶𝑉஼

ଶ)         )١٠(  

  شود:) روشن مي١٠دل نرم اقليدسي است اما استفاده از نرم انرژي مزايايي دارد كه با توجه به مشتق رابطه () معا١٠هرچند (
ௗா

ௗ௧
(𝑡) = 𝑉(𝑡)𝐼௅భ

(𝑡)          )١١(  

 ترتيب اگر ولتاژي به سيستم وارد نشودضرب ورودي در خروجي؛ بدينطبق رابطه فوق، مشتق انرژي برابر است با حاصل
  هميلتوني برقرار است.-هاي پورتانرژي سيستم ثابت خواهد ماند. اين ويژگي در مورد همه سيستم

  شود:هميلتوني به صورت زير تعريف مي-هاي پورتمعادله تعادل انرژي براي سيستم)، ٨در حالت كلي با توجه به رابطه (

𝐻̇ = −(∇𝐻)்𝑅(∇𝐻) + 𝑦்𝑢         )١٢(  

هميلتوني در غياب -) است؛ يعني، در يك سيستم پورتpassivity propertyانگر خاصيت غير فعال بودن (اين معادله بي

𝑢هرگونه ورودي ( = ]. ٤دهنده پايداري است [)، كه نشانمانديابد يا ثابت ميكاهش ميشده افزايش ندارد (، انرژي ذخيره)0

كند، بر اينكه ارتباط با ساختار فيزيكي سيستم را فراهم ميلتوني علاوههمي-هاي پورتاستفاده از نرم انرژي در سيستمبنابراين، 
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هاي سيستم هاي فضاي حالت اغلب نياز به استخراج مجدد ماتريساتصال مدلبر اين، كند. علاوهتر مياثبات خواص سيستم را نيز ساده

شود كه شود و پايداري نيز حفظ ميها فراهم مياز طريق پورت هميلتوني امكان اتصال-و ارزيابي مجدد پايداري دارد اما در ساختار پورت

 ].٥شود [اي مزيت قابل توجهي محسوب ميهاي بزرگ و شبكهبراي سيستم

  گيرينتيجه -٤

هاي ديناميكي درنظر توان به عنوان دو ديدگاه مكمل براي سيستمهميلتوني را مي-هاي نمايش فضاي حالت و پورتچارچوب

سازي فضاي دهند. مدلهاي متفاوتي ارائه ميكنند اما ديدگاهدو مورد، سيستم فيزيكي يكساني را توصيف ميگرفت. اگرچه هر 

دهد در حالت، با تاكيد بر ساختار رياضي و تحليل پايداري مبتني بر مقادير ويژه، كليتي جامع از ابزارهاي كنترلي را ارائه مي

رژي فيزيكي و خواص غيرفعال بودن تأكيد دارد و يك رويكرد فيزيكي معنادار و هميلتوني بر جريان ان-حالي كه ساختار پورت

هاي پيچيده و غيرخطي فيزيكي كه جريان انرژي و اتصال دهد. براي سيستممبتني بر انرژي با خواص پايداري ذاتي ارائه مي

عنوان پيشنهادي دهد. بهابل توجهي ارائه ميهميلتوني مزاياي مفهومي و عملي ق-متقابل در آنها نقش اساسي دارد، چارچوب پورت

 هميلتوني را درنظر گرفت.-هاي كنترل بهينه در ساختارهاي پورتتوان كاربرد تكنيكهاي آينده، ميبراي پژوهش
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  چكيده

تحليلي بهره برده است، به بررسي  -ي توصيفي اي و اسنادي و در پردازش آنها از شيوهها از روش كتابخانهآوري دادهاين مقاله، كه در جمع
فه اسلامي رياضيات را كه خود شامل حساب، پردازد. فلاسي رياضيات و فلسفه و جايگاه علم رياضي در نزد فيلسوفان مسلمان ميرابطه

هاي اي و دوم ارزشگذاري ذاتي. يافتهكردند. اول ارزشگذاري نسبي و مقايسهشود، از دو جهت ارزشگذاري ميهندسه، نجوم و موسيقي مي
تر از الهيات و فلسفه قرار پايين دهد كه آنها در ارزشگذاري نسبي، رياضيات را برتر و شريفتر از علوم تجربي (طبيعيات) وپژوهش نشان مي

شمردند كه دادند. ملاك ارزشگذاري آنها در اين شيوه، ارتباط با ماده بوده است. در ارزشگذاري ذاتي، آنها رياضيات را علمي وهمي برميمي
  منظور از وهم توانايي ذهن براي تصور اعداد بدون معدود بوده است.

  همه؛ ماده؛ ارزشفلسفه؛ رياضيات؛ وا كلمات كليدي: 

 مقدمه -١

ي عميقي وجود داشته است. از طرفي در طول تاريخ فلسفه، دهد كه ميان فلسفه و رياضيات رابطهبررسي تاريخِ علم نشان مي
ي هر مسئله در آنها دقيق و غيرنسبي است شمردند؛ به طوري كه نتيجهدانشمندان، دو علم فلسفه و رياضيات را علم يقيني برمي

شمردند كه به جاي پرداختن به نظام بندي علوم، رياضيات را نوعي از فلسفه برميديگر از يونان باستان در تقسيم و از طرف
ي شمردند، حلقهپردازد. فيثاغورس را كه بزرگترين فيلسوف رياضيدان تاريخ فلسفه برميهستي به اعداد و روابط ميان آنها مي

توان شناسايي كرد، دانشمنداني هاي مشترك ديگري هم در تاريخ علم ميلبته حلقهدانند كه امشترك ميان اين دو دانش مي
ي اختصاصي خود در حل مسائل هندسي را در فلسفه هم اجرايي نمود. ارتباط ميان فلسفه و رياضيات مانند رنه دكارت كه شيوه

]. برخي از فيلسوفان ١٢١، ص٣نخواهد بود [ تا جايي است كه برخي بر اين باور بودند كه اگر كسي رياضيات نداند، فيلسوف
خوانند كه نفوس براي انتزاع معاني دانند كه رياضيات را به اين خاطر به رياضي ميي رياضيات را چنين ميمسلمان وجه تسميه

هم محقق ] و اتفاقاً همين امر در فلسفه ٨، ص٢شوند [مجرد از امور محسوس و تصرف ذهني در آنها دچار رياضت و سختي مي
رسد و همراه با تأملات و تعملات ذهني و سختي و رياضت است. است كه فلسفه از امور محسوس به امور مجرد و غيرمادي مي

شود كه اتفاقاً همين امر سبب شده است كه برخي از فيلسوفان معاصر مانند بنابراين، وجه اشتراك فلسفه و رياضيات معلوم مي
  براي فهم فلسفه مهم و اثرگذار بدانند. علامه طباطبايي رياضيات را

ي مدون يعني از زمان فيلسوفان يونان باستان براي امروزيان به ميراث تقسيم فلسفه به نظري و عملي از دوران آغازين فلسفه
گيرد، ي اخلاق، سياست و تدبير منزل را در بر ميي عملي كه سه زيرشاخهمانده است. بر اساس اين تقسيم در كنار فلسفه

ي سفلي (طبيعيات) ي وسطي (رياضيات) و فلسفهي اولي (الهيات)، فلسفهي اصلي يعني فلسفهي نظري به سه شاخهفلسفه
  ]. ١٩٧و١٩٦، صص٤شود [تقسيم مي
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]. وجه اشتراك اين ٢٤، ص١، ج٥از ديدگاه گذشتگان رياضيات خود شامل چهار علم بود؛ حساب، هندسه، نجوم و موسيقي [
  ي آنها مرتبط و بلكه مبتني بر عدد هستند.ش در اين است كه همهچهار دان

هاي متوسط و طور كه از نگاه آنان رياضيات و طبيعيات به ترتيب، فلسفهناميدند هماني برتر ميگذشتگان الهيات را فلسفه
رتبت موجودات در نظام هستي ]. سرّ اين نگاه به ملاك آنان براي سنجش جايگاه و م٩-٧، صص١١آمدند [تر به حساب ميپست
] و مانع بسياري از كمالات از جمله تعقل و ٧٠، ص١٢گردد. از منظر آنان، ماده عامل پستي و خساست موجودات است [بر مي

]. دگرگوني، ٢٤٤، ص١شود []. منظور از ماده، همان عاملي است كه سبب قبول دگرگوني و تغيير مي٤١، ص٩انديشه است [
ي نازلتري قرار دارد. موجوداتِ عالم ي ضعف و پستي است و موجود متغير نسبت به موجود ثابت در رتبهشانهتغيير و حركت ن

توانند تغيير كنند؛ يعني صورت فعلي خود را از دست طبيعت به خاطر اينكه داراي يك جزء جوهري به اسم ماده هستند، مي
- رامادي چون تمام كمالاتي كه براي آنها مقدور بوده را يكجا دريافتداده و صورت جديدي را بپذيرند در حالي كه موجودات ف

اند و امكان پذيرش صورت جديد و كمال جديدي براي آنان فرض ندارد، در حالت ثُبات هستند و هرگز دچار تغيير و كرده
بدأ هستي نزديكتر باشد، از رتبه شوند. بنابراين، چون ماده عامل پَستي است، هر موجودي كه از ماده دورتر و به مدگرگوني نمي

كردند؛ عالم ماده (عالم طبيعت) بندي ميو شرافت بيشتري برخوردار است. بر اين اساس، آنها عوالم وجودي را در سه مرتبه طبقه
ك از ]. از ديدگاه آنان هر ي١٣٩، ص١٣هاست، عالم مثال يا ملكوت و عالم عقول يا مجردات تام [كه عالم تغييرات و دگرگوني

هاي خاص خود برخوردار است. عالم طبيعت نه تنها ماده دارد يعني قابليت تغييرپذيري و دگرگوني در اين سه عوالم، از ويژگي
آن است، از آثار ماده هم مانند شكل، رنگ، اندازه، وضع و ... برخوردار است. اين در حالي است كه عالم مثال، فاقد ماده است، اما 

هاي مادي باشد. بنابراين، عالم مثال تغييرپذير نيست، اما واجد شكل، رنگ و اندازه و ساير آثار و ويژگيوردار مياز آثار ماده برخ
باشد. عالم عقول كه عالم مجردات تام است، نه تنها ماده ندارد، بلكه از آثار ماده هم مبراست. عالم عقول كه نزديكترين عالم مي

]. بر اين اساس، از ديدگاه فيلسوفان مسلمان، آنچه ٩٥٥و  ٩٥٤، صص ٧آيد [والم به شمار ميبه مقام ربوبي است، كاملترين ع
كه عامل محدوديت و ضيقِ وجودي است، ماده است و هر عالمي كه بيشتر از اين ماده فاصله داشته باشد و كمتر به آن آغشتگي 

  داشته باشد، كاملتر و شريفتر خواهد بود. 
گانه قائلند كه هر ادراكي ادراكات سه –به عنوان كاملترين موجود عالم ماده  –مين اساس براي انسان فيلسوفان مسلمان بر ه

ي حس كه شامل حواس اي رو به عالمي باشند. قوهتواند عالمي از عوالم وجودي را درك كند، مانند اينكه هر كدام پنجرهمي
ي خيال عامل ارتباط و ادراك انسان نسبت به عالم مثال است و انسان د. قوهتواند عالم ماده را ادراك نمايباشد، ميگانه ميپنج

ي اختصاصي كه قوه –ي عقل تواند موجوداتي را درك كند كه ماده ندارند اما از آثار ماده برخوردارند. قوهي اين قوه ميبه واسطه
تواند حقايق و موجودات عالم مي –برخوردار نيست  به انسان است و هيچ موجودي در عالم طبيعت، غير از انسان، از اين قوه

كند، گذاري كه فيلسوف مسلمان نسبت به عوالم وجودي اعمال ميبندي و ارزشعقول را بفهمد و درك كند. بنابراين، همان درجه
  كند.نسبت به قواي ادراكي انسان هم اعمال مي

  . جايگاه علم رياضي٢

اند؛ جهت اول در مقايسه با ساير علوم كه اصطلاحاً ارزش ز دو جهت ارزشگذاري كردهفيلسوفان مسلمان علم رياضيات را ا
  شود.شود و جهت دوم خود علم رياضي بدون مقايسه با علوم ديگر كه ارزش ذاتي گفته مينسبي خوانده مي

  . ارزش نسبي علم رياضي١-٢
بندي علوم همت گماشتند. از آنجا كه ملاك ان، به رتبهفيلسوفان بعد از ارزشگذاري عوالمِ وجودي و نيز قواي ادراكي انس

بندي گشت، علوم را هم بر همين اساس، رتبهخست و شرافت از ديدگاه فيلسوفان مسلمان به وجود ماده و دوري از آن برمي
كردند زيرا ين علوم معرفي ميترترين و نازلكردند. به باور آنان علوم طبيعي (تجربي) را كه بيشترين ارتباط را با ماده دارد، پَست
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هر موجود طبيعي مانند درخت، سنگ و ... هم در عالَم خارج از ذهن يعني عالم واقعيت و هم در مقام ذهن ملازم با ماده يا 
  تصوير ماده است و بر اين اساس نه در ذهن و نه در خارج از ماده خلاصي ندارد. 

گيرد؛ يعني شرافت و منزلت علوم رياضي از علوم بالاتري از طبيعيات قرار مي يرياضيات كه با عدد سر و كار دارد، در رتبه
تجربي بيشتر است، به اين دليل كه عدد اگر چه در خارج از ذهن همواره با ماده ملازم است، يعني هيچ گاه عدد به تنهايي 

همراه است، اما در مقام ذهن و تصور شود؛ بلكه هميشه با يك معدود مادي مانند سنگ، انسان، درخت و غيره موجود نمي
را تصور كنيم، بدون اينكه سيب، كتاب، انسان و يا هر معدود ديگري را تصور نماييم. بر همين اساس معتقد  ٢توانيم مثلاً عدد مي

به  بودند كه عدد يعني موضوع رياضيات، در خارج از ذهن مادي اما در  ذهن مجرد است. پس رياضيات چون وابستگي كمتري
  گيرد. ماده دارد، در مقام و مرتبت بالاتري از علوم طبيعي قرار مي

از رياضيات بالاتر و برتر، الهيات است چرا كه موضوع الهيات نه در خارج و نه در ذهن ملازم با ماده نيست يعني ضرورتي 
ه بيايد، ولي اين همراهي از باب تلازمِ ذاتِ ندارد كه با ماده باشد، اگر چه در مقام تحقق ممكن است موضوع الهيات به همراه ماد

  كردند. اين موضوع با ماده نيست. بنابراين، الهيات را شريفترين و كاملترين علم معرفي مي
  . ارزش ذاتي علم رياضي٢-٢

ال و عقل ي حس، خيشمردند كه اجمالاً به برخي از آنها مانند قوهفيلسوفان مسلمان براي انسان قواي ادراكي متعددي برمي
اشاره شد. اما براي تعيين ارزش ذاتي علم رياضي ضروري است كه به صورت تفصيلي به بررسي قواي ادراكي پرداخته شود. 

  فلاسفه براي انسان دوگونه حس قائلند؛ حواس ظاهري و حواس باطني.
كه هر يك از آنها صرفاً  ي شناخته شده است. ويژگي اين حواس اين استگانهمنظور از حواس ظاهري همين حواس پنج

كند و از درك مسموعات ها) را درك ميي باصره (بينايي) تنها مُبصرات (ديدنيكنند، مثلاً قوهمُدرَكات خاص خود را درك مي
كند و از ادراك مبصرات و ها) را درك ميي سامعه (شنوايي) تنها مسموعات (شنيدنيطور كه قوهها) عاجز است؛ همان(شنيدني

  ومات ناتوان است.مشم
منظور از حواس باطني، حواسي است كه مستقيم با امور مادي خارجي ارتباط ندارند؛ بلكه به وساطت حواس ظاهري با آنها 

  شود.شوند. حواس باطني نيز پنج قسمند كه در ادامه به تبيين آنها پرداخته ميمرتبط مي
آن تفاوت ميان صورت و معناست. صورت عبارت است از اموري  قبل از تبيين حواس باطني بيان يك مقدمه ضروري است و

هاي مادي مانند شكل، رنگ، اندازه و ... برخوردار خواهد بود. بنابراين، ذهني كه اگر در خارج از ذهن انسان، موجود شود، از ويژگي
كه انسان يا سيمرغ اگر در خارج از  توانند موجود شوند، از سنخ صورتند. چراانسان، كوه، سيمرغ و ديو كه در ذهن انسان مي

اي خواهند داشت و انسانِ فاقد شكل و رنگ يا سيمرغ بدونِ اندازه و شكل ذهن تحقق پيدا كنند، قطعاً شكل و رنگ و اندازه
مادي  تواند وجود خارجي پيدا كند. اما معنا عبارت است از يك امر ذهني كه اگر چه خودِ آن مادي نيست اما مربوط به امورنمي

هاي ماده مانند شكل و رنگ و اندازه و وضع و ... نخواهند داشت. است. معاني اگر در خارج از ذهن انسان تحقق پيدا كنند، ويژگي
مثلاً محبت، عشق، نفرت، ترس و مانند اينها همگي از سنخ معنا هستند. اما حواس باطني، بعد از تبيين اين مقدمه، به شرح ذيل 

  هستند:
]، ١٣٨، ص٨كند [گانه را كه از سنخ صورت هستند، به صورت يكجا درك ميي ادراكات حواس پنجكه همهحس مشترك 

  بر خلاف حواس ظاهري كه هر يك ادراكي مستقل از ديگري داشت.
ن، كند. بنابرايدارد و در زمان و موقعيت مناسب آنها را بازآفريني ميخيال صورتهاي ادراكي حس مشترك را در خود نگه مي

  كند.اي است كه صورتها را در خود حفظ ميي حافظهخيال براي حس مشترك به منزله
كند. به عبارت واهمه معاني جزيي را مانند محبت اين مادر به اين فرزند خاص، يا ترس اين شخص از آن مسئله را درك مي

  ].٧٩و  ٧٨، صص ١٠كند [ديگر، واهمه، امور غيرمحسوس را از محسوسات انتزاع كرده و درك مي
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دارد و همان نسبتي كه خيال با حس مشترك داشت، حافظه معاني جزيي را كه توسط واهمه درك شده بود، در خود نگه مي
  حافظه با واهمه دارد.

]. ٦٦٠، ص٣، ج٥تواند صور و معاني مختلف را با يكديگر تركيب يا از يكديگر تفكيك نمايد [اي است كه ميمتخيله قوه
  ، متخيله با خيال متفاوت است.بنابراين

ي ديگري دارد كه عقل يا عاقله ناميده ي ظاهر و باطني، انسان، به صورت كاملاً اختصاصي، قوهگانهدر وراي اين حواس پنج
تواند صور و معاني كلي را درك نمايد در حالي كه حواس ظاهري و باطني امور جزيي، اعم از صورت يا معنا، را شود كه ميمي

  كردند.رك ميد
ي واهمه است. بنابراين، از ي قوهشمارند كه ادراك آنها بر عهدهفلاسفه موضوعات رياضي مانند عدد را از سنخ معنا برمي

ديدگاه آنان رياضيات يك علم وهمي است؛ يعني فهم رياضيات با حواس ظاهري ممكن نيست اگرچه حواس ظاهري به عنوان 
ي واهمه است. پرواضح است كه اصطلاح وهم در فلسفه دارد اما ادراك نهايي مسائل رياضي با قوه مقدمات ادراك رياضيات كارايي

كند، بلكه به با آنچه كه در عرف و ميان مردم جريان دارد، بسيار متفاوت است. وهم در فلسفه نه تنها به امر پوچ دلالت نمي
  شرافت، از امور محسوس بالاتر و كاملتر است. ي وجودي و نيز ميزانگيرد كه از نظر رتبهمعاني تعلق مي

  . جايگاه عدد در نزد فيلسوفان مسلمان٣

]. عرض عبارت است از ماهيتي كه براي موجود شدن ٧٧، ص١٠دانستند [ي اعراض ميفيلسوفان مسلمان، كميّت را در زمره
تواند به وجود بيايد. شيريني و باشد، رنگ نمينيازمند به تكيه بر يك امر مستقل است. مثلاً رنگ عرض است، يعني تا جسمي ن

توانند وجود پيدا كنند. كميت هم عرضي ها نميها و مزهترشي عرض هستند چرا كه تا چيزي مانند قند يا ليمو نباشد، اين طعم
اينكه قابل  است كه تا شيء ديگري نباشد، كميت هم نخواهد بود. ويژگي مهم كميت كه اساساً ذاتي آن است، عبارت است از

كنند دانند و به همين خاطر كميت را به عرضي تعريف ميتقسيم است. فيلسوفان مسلمان اين ويژگي را مختص به كميت مي
]. به عبارت ديگر، هر چيزي كه بتواند تقسيم شود، يا خودِ كميت است يا داراي كميت ٧٧، ص٦كه ذاتاً قابل تقسيم است [

پارچه و چيز ديگري قابل تقسيم است، به اين خاطر است كه داراي كميت و اندازه است؛ پس  باشد. بنابراين، اگر كاغذ،مي
كنند. كم متصل، كميتي است كه داراي پذيري ذاتاً از آن كميت است. فلاسفه كميت را به متصل و منفصل تقسيم ميتقسيم

مت ديگري باشد بر خلاف كم منفصل يعني عدد تواند ابتداي قسمتي و انتهاي قسحد مشترك است يعني هر جزء فرضي آن مي
هاي متصل، قارّ هستند؛ بلكه منفصل و منفك از يكديگرند. كم متصل، خود دو گونه است، برخي از كميت ؛كه حد مشترك ندارد

رنّد، يعني هاي متصل، غيرقاشود. برخي ديگر از كميتيعني قرار دارند مانند خط كه با رسم هر جزئي از آن، جزء قبل فاني نمي
دانند و چون اند. مانند زمان. زمان از ديدگاه فلاسفه اسلامي، كميت است. آنها زمان را مقدار حركت ميبهرهاز قرار و ثبات بي

امري ناپايدار و غيرثابت است كه با به وجود آمدن هر جزئي از آن، جز قبل  –يعني زمان  –حركت، ثبات ندارد، مقدار آن هم 
شود، يا دو بُعدي است كه به آن سطح خودِ كم متصلِ قارّ سه دسته است؛ يا تك بُعدي است كه خط ناميده ميشود. فاني مي
  خوانند.يا همان حجم مي» جسم تعليمي«شود و يا سه بُعدي است كه آن را اصطلاحاً گفته مي

اين اساس، خود يك عدد نيست، اما  آيد. بربه اعتقاد فيلسوفان كم منفصل همان عدد است كه از تكرار يك به وجود مي
باشد. بنابراين، از ديدگاه عددساز است. نه تنها يك عدد نيست بلكه اساساً كميت نيست چرا كه تعريف كميت بر آن صادق نمي

از  اينهايت ادامه پيدا كند. اما هر عدد، مجموعهتواند تا بيشود و به صورت بالقوه ميشروع مي ٢فلاسفه مسلمان، عدد از 
است اما تعداد  ١طور. بنابراين، بنيان هر عددي، و همين ١تا از سه ٣تشكيل شده، و عدد  ١، از دوتا ٢واحدهاست يعني عدد 

ي ميان خداوند و موجودات و اعداد را به رابطه ١ي ميان در هر عدد متفاوت است. برخي از فيلسوفان همين رابطه ١دفعات تكرار 
و اعداد تشبيه  ١ي ميان ي خداوند با عالم را به رابطهآورد، رابطههايي كه ميصدرا در برخي از تمثيلعالم تسرّي دادند. ملا
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باشد، خداوند هم هيچ نمي ١خودش عدد نيست، اما عددساز است و باطن اعداد، چيزي جز  ١طور كه گويد همانكند و ميمي
عين حال حقيقت تمام موجودات و ظاهر و باطن آنها را دربرگرفته است يك از موجودات عالم نيست (نفي حلول و اتحاد) اما در 

  ].٦٦، ص١٤[
  گيري. نتيجه٤

از ديدگاه فلاسفه مسلمان علم رياضي نه تنها در روش خود كه روشي برهاني است، با فلسفه اشتراك دارد، بلكه در تقويت 
ز ديدگاه آنان چون رياضيات نسبت به علوم تجربي، كند. اذهن فيلسوف براي كشف حقايق مربوط به نظام وجود، كمك مي

ي كمتري با ماده و موجودات مادي دارد، بنابراين، نسبت به آن در مقام والاتري است اما چون اين ارتباط نسبت به فلسفه رابطه
ات و عدد يك علم وهمي شوند. از نگاه آنان رياضيبندي ميي نازلتري نسبت به فلسفه طبقهتر است، بنابراين، در رتبهپررنگ

است، اما معناي وهم با توهم كه در عرف به معناي تصور امور غيرواقعي است، متفاوت است. منظور از وهم ادراك اموري است 
كه خود محسوس و مادي نيستند اما با موجودات محسوس در ارتباطند، مانند ادراك محبت كه خودِ محبت امري مادي و داراي 

گيرد. بر اين اساس، جايگاه علم رياضي در ها كه موجوداتي مادي هستند، شكل ميازه نيست اما ميان انسانشكل و رنگ و اند
ي علوم تجربي و فلسفه جاي اي است يعني در ميانهجايگاه ميانه –به تبع از فيلسوفان يونان باستان  –نگاه فيلسوفان مسلمان 

  كردند.گذاري ميعنوان فلسفه وسطي در مقابل فلسفه اولي و فلسفي سفلي ناماست به همين خاطر آنها رياضيات را به  گرفته
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 ناهموار فازی لی برج زیر -هوم

 حقدادي تكتم

 haghⅾadi@birjanⅾut.aⅽ.ir؛ بيرجند صنعتي دانشگاه پايه علوم گروه                                                                      

  چكيده

 فازي ليجبرهاي -هوم معرفي به لي جبر -هوم يك روي ناهموار فازي مجموعه يك و همارزي رابطه يك از استفاده با ابتدا مقاله اين در

زيرجبر -هوم يك تصوير شرايطي چه تحت ميدهيم نشان و ميكنيم معرفي را زيرجبرها اين خواص از برخي ادامه در .ميپردازيم ناهموار

 .يك زيرجبر فازي ناهموار خواهد بود، فازي ناهموار

 .ناهموار فازي جبرهايلي -هوم همريختي ،ناهموار فازي ليزير جبر-هوم ،فازي جبرلي -هوم ،جبرلي -هوم :كليدي تكلما

 پيشگفتار ١

 شركتپذير جبر يك از مشتقات مطالعه در [3] همكاران و هارتويگ توسط ٢٠٠٦ سال در بار نخستين ،جبرلي -هوم مفهوم

 .كرد دنبال جديت با را جبرها از گونه اين بررسي و شد علاقهمند جبرهايلي -مهو مطالعه به نيز مخلوف سپس .معرفي گرديد

 در . [4] كردند ارائه جبر -هوم ساختارهاي عنوان تحت را مقالهاي ،سيلوسترو همكاري با مخلوف ٢٠٠٨سال  در سرانجام

 لي-هوم و فازي جبرلي-هوم مفهوم .شدهاند تبديل فيزيك و رياضيات در جذاب موضوعي به ليجبرهاي-هوم اخير سالهاي

 .زير جبر لي مورد بررسي قرار گرفت-زير جبر لي فازي و هوم-ارتباط بين هومو  شد معرفي [5] در فازي ايدهآل

 كه مجموعهها نظريهي برخلاف نظريه اين در .شد معرفي لاك پائو ،لهستاني رياضيدان توسط ناهموار مجموعههاي نظريهي

 نظريهي در .بستگي دارد مرجع مجموعهي ءاعضا از ما ادراك و فهم به مجموعه تعريف ،دارند موعهمج معرفي اساسي در نقش ءاعضا

 مجموعهي از زيرمجموعه يك بالايي و پاييني تقريبهاي تعريف براي اساسي نقش همارزي رابطههاي ناهموار مجموعههاي

 .به اين دو مفهوم استرويكرد اين نظريه به تجزيه و تحليل دادهها منوط و  ميكنند بازي ،مرجع

 معرفي فازي مجموعه يك و همارزي رابطه يك حسب بر را ناهموار فازي ايدهآل و ناهموار فازي جبرلي زير  [1] در اكرم

 از دسته اين خواص و كرده معرفي را همارزي رابطه يك حسب بر ناهموار ايدهآللي مفهوم  [2] در همكاران و اقدامي .كرد

 فازي زيرجبرلي -هوم يك از استفاده با ناهموار فازي جبرلي -هوم مفهوم معرفي به مقاله اين در .دادند قرار رسيبرمورد  را ايدهآلها

 به بخش اين باقيمانده در .ميدهيم قرار بررسي مورد را جبرها زير اين خواص از برخي ادامه در و ميپردازيمهمارزي  رابطه يك و

 𝑋 يك رابطهي همارزي روي R يك مجموعهي مرجع و 𝑋 فرض كنيد .امه كار ميپردازيمنياز در ادمورد  مفاهيم از برخي بيان

𝑆 فازي تقريب پاييني و بالايي از يك مجموعه .باشد ∈ 𝐹(𝑋)  ب با ترتي به را 𝑅𝑆 و  𝑅𝑆  هر براي و دادهنشان  𝑥 ∈ 𝑋بهصورت 



 

 
 ١٤٣   

 

  ؛ميكنيم تعريف زير
  

 𝑅𝑆(𝑥) = ⋁ 𝑆(𝑦)௬∈[௫]ೃ
  ,   (𝑅𝑆)(𝑥) = ⋀ 𝑆(𝑦)௬∈[௫]ೃ

 

𝑅𝑆   زوج و = (𝑅𝑆, 𝑅𝑆)[1]( .ميناميم ناهموار فازي مجموعه يك را(  

,𝐿) سه تايي [3] .١.١. تعريف [ , ]௅, 𝛼௅) كه در آن 𝐿 برداري روي ميدان  يك فضاي𝔽،[−, −]: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 ، يك

:𝛼௅ و )لي كروشه( خطي دونگاشت  𝐿 → 𝐿 زير شرايط هرگاه ميشود ناميده جبرلي -هوم يك ،است جبري همريختي يك 

 :باشند برقرار

,x]               )متقارني پاد( • y] = −[y, x] 

[𝛼௅(𝑥), [𝑦, 𝑧]]  +  [𝛼௅(𝑧), [𝑥, 𝑦]]  + [𝛼௅(𝑦), [𝑧, 𝑥]]  =  • (اتحاد ژاكوبي-هوم) 0  

 

,𝐿ଵ)  فرض كنيد [−, −]௅భ
, 𝛼௅భ

,𝐿ଶ) و   ( [−, −]௅మ
, 𝛼௅మ

:𝜑  نگاشت خطي .جبرلي باشند -دو هوم  ( 𝐿ଵ → 𝐿ଶ را يك

,𝑥 جبرلي گوييم هرگاه براي هر -همريختي هوم 𝑦 ∈ 𝐿شرايط زير برقرار باشد: 

𝜑([𝑥, 𝑦]ଵ) = [𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦)]ଶ •  
𝜑𝑜𝛼ଵ(𝑥) = (𝛼ଶ𝑜𝜑)(𝑥)     • 

,𝐿) جبرلي -هوم روي𝜇  فازي مجموعه [5] .١.٢. يفتعر [ , ]௅, 𝛼௅) هر براي هرگاه ميناميم فازي زيرجبرلي-هوم يك را  

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿  و هر𝑘 ∈ 𝔽 زير برقرار باشند شرايط: 

 𝜇(𝑥 +  𝑦) ≥  𝜇(𝑥)⋀𝜇(𝑦) 

 𝜇(kx) ≥  𝜇( 𝑥) 

 𝜇([𝑥, 𝑦]) ≥  𝜇(𝑥)⋀𝜇(𝑦) 

 𝜇(𝛼(𝑥))  ≥  𝜇(𝑥) 
 

,𝜇([𝑥 شرط با را سوم شرط اگر 𝑦]) ≥ 𝜇(𝑥)⋁𝜇(𝑦) آنگاه ،كنيم جايگزين µ ميناميم فازي ايدهآل -هوم يك را. 

 ناهموار فازي جبرلي زير -هوم  ٢

 زير از دسته اين خواص از برخي و ميپردازيم جبرلي -هوم يك روي ناهموار فازي ليرجب زير-هوم مفهوم معرفي به بخش اين در

  .يمبررسي ميكنرا  جبرها

,𝑅𝑆) ض كنيدفر .٢.١تعريف  𝑅𝑆) جبرلي -يك مجموعه فازي ناهموار روي هوم (𝐿, [ , ]௅, 𝛼௅)زوج .باشد (𝑅𝑆, 𝑅𝑆)   

,𝐿)جبر فازي ناهموار روي  زير-هومرا يك  [ , ]௅, 𝛼௅) زير صدق كنند اگر در شرايط ،ميناميم: 

 ൫𝑅𝑆൯(𝑥 + 𝑦) ≥ ൫𝑅𝑆൯(𝑥)⋀൫𝑅𝑆൯(𝑦),    ൫𝑅𝑆൯(𝑥 + 𝑦) ≥ (𝑅𝑆)(𝑥)⋀(𝑅𝑆)(𝑦)   

 ൫𝑅𝑆൯(𝛾𝑥) ≥ ൫𝑅𝑆൯(𝑥),    ൫𝑅𝑆൯(𝛾𝑥) ≥ ൫𝑅𝑆൯(𝑥) 
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 ൫𝑅𝑆൯([𝑥, 𝑦]) ≥ ൫𝑅𝑆൯(𝑥)⋀൫𝑅𝑆൯(𝑦),    ൫𝑅𝑆൯([𝑥, 𝑦]) ≥ ൫𝑅𝑆൯(𝑥)⋀൫𝑅𝑆൯(𝑦)  

 ൫𝑅𝑆൯(𝛼(𝑥)) ≥ ൫𝑅𝑆൯(𝑥),    ൫𝑅𝑆൯൫𝛼(𝑥)൯ ≥ (𝑅𝑆)(𝑥) 

,𝐿)جبر لي -هوم .٢ -٢مثال  [ , ]௅, 𝛼௅)  روي ميدان𝔽  را در نظر بگيريد به طوريكه 𝐿 يك فضاي برداري با پايه

{𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ}  باشد. نگاشت خطي𝛼௅: 𝐿 → 𝐿  به صورتα(𝑐ଵ) = 𝑐ଶ,α(𝑐ଶ) = α(𝑐ଷ) = و كروشه لي هم به صورت  0

[𝑐ଵ, 𝑐ଷ] = 𝑐ଵ, [𝑐ଶ, 𝑐ଷ] = [𝑐ଵ, 𝑐ଶ] = 0, [𝑐௜, 𝑐௜] = را به صورت زير  𝐿 را روي Sتعريف شده باشند. مجموعه فازي  0

  كنيم:تعريف مي

𝑆(𝑥) = ቐ
0 9⁄      𝑥 = 0 

0 4⁄     𝑥 ∈< 𝑐ଵ, 𝑐ଶ >, 𝑥 ≠ 0

0 2⁄    𝜊. 𝜔                   

 

  
  كنيم.تعريف مي ١را مطابق جدول   LرويR رزي اهم چنين رابطه 

  
 R: رابطه هم ارزي فازي١جدول 

𝜹𝟏𝒄𝟏 + 𝜹𝟐𝒄𝟐 + 𝜹𝟑𝒄𝟑 𝜸𝟏𝒄𝟏 + 𝜸𝟐𝒄𝟐(𝜸𝟏 ≠ 𝜸𝟐  يا   𝟎

≠ 𝟎) 
0  R  

0  0  1  0  

1  1  0  𝜸𝟏𝒄𝟏 + 𝜸𝟐𝒄𝟐(𝜸𝟏 ≠ 𝜸𝟐  يا   𝟎

≠ 𝟎) 
1  1  0  𝜹𝟏𝒄𝟏 + 𝜹𝟐𝒄𝟐 + 𝜹𝟑𝒄𝟑 
  يك رابطه هم ارزي فازي بوده و علاوه بر اين  Rتوان نشان داد كه دراين صورت مي

 

൫𝑅𝑆൯(𝑥) = ቐ
0 9⁄      𝑥 = 0   

 0 4⁄    𝑥 ∈< 𝑐ଵ, 𝑐ଶ >, 𝑥 ≠ 0

0 4⁄     𝜊. 𝜔 

    ൫𝑅𝑆൯(𝑥) =

                 

ቐ
0 9⁄      𝑥 = 0   

 0 2⁄    𝑥 ∈< 𝑐ଵ, 𝑐ଶ >, 𝑥 ≠ 0

0 2⁄     𝜊. 𝜔 

  

                   

 

 
,൫𝑅𝑆زير جبرهاي لي فازي بوده و لذا  -هوم𝑅𝑆   و 𝑅𝑆، ١,٢باشند. بنا به تعريف مي 𝑅𝑆൯ زير جبرلي فازي -يك هوم

  ناهموار مي باشد.
,൫𝑅𝑆௜} فرض كنيد . ٣,٢گزاره  𝑅𝑆௜൯}𝒊∈𝑰جبرلي-جبرهاي فازي ناهموار روي هوم-يك خانواده از هوم 

 (𝐿, [ , ]𝐿, 𝛼𝐿)     :باشد. در اين صورت  

  ⋀ ൫𝑅𝑆௜, 𝑅𝑆௜൯
~
𝒊∈𝑰  زير جبر فازي ناهموار روي  -يك زير هوم 𝐿 است     . 

 ⋁ ൫𝑅𝑆𝑖, 𝑅𝑆𝑖൯
~
𝒊∈𝑰  زير جبر فازي ناهموار روي  -ير هوميك ز𝐿 .است    

 
:𝜑 فرض كنيد .٤,٢گزاره (𝐿1, [−, −]𝐿1

, 𝛼𝐿1
) → (𝐿2, [−, −]𝐿2

, 𝛼𝐿2
جبرهاي لي باشد. -يك همريختگي از هوم   (

,𝑄𝑇) در اين صورت اگر 𝑄𝑇) زير جبر فازي ناهموار از -يك هوم𝐿ଶ  گاه باشد، آنφିଵ(QT, QT)  تعريف شده به صورت 
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φିଵ ቀQT, QTቁ (x) = (ቀ𝑄𝑇ቁ ൫𝜑(𝑥)൯, ൫𝑄𝑇൯൫𝜑(𝑥)൯)         ∀𝑥 ∈ 𝐿ଵ 

  خواهد بود. 𝐿ଵيك هوم زير جبر فازي ناهموار از

:𝜑 فرض كنيد . .٥,٢تعريف  (𝐿1, [−, −]𝐿1
, 𝛼𝐿1

) → (𝐿2, [−, −]𝐿2
, 𝛼𝐿2

جبرهاي لي -يك همريختگي از هوم   (

,൫𝑅𝑆 اگر .باشد 𝑅𝑆൯ يك مجموعه فازي ناهموار روي  𝐿ଵ  باشد، آنگاه تصويرφ  .با تعاريف زير، يك مجموعه فازي ناهموار است 

𝜑൫𝑅𝑆൯(𝑦) = ቐ
   ሧ ൫𝑅𝑆൯(𝑡)

௧ఢ௅భ,௙(௧)ୀ௬

  𝜑ିଵ (𝑦) ≠ 0       

1                                      𝑜. 𝑤

      

  و 

𝜑൫𝑅𝑆൯(𝑦) = ቐ
ሧ ൫𝑅𝑆൯(𝑡)

௧ఢ௅భ,௙(௧)ୀ௬

  𝜑ିଵ (𝑦) ≠ 0 

1        𝑜. 𝑤                                  

 

 

:𝜑فرض كنيد  .٦,٢گزاره  (𝐿ଵ, [−, −]௅భ
, 𝛼௅భ

) → (𝐿ଶ, [−, −]௅మ
, 𝛼௅మ

جبرهاي -يك همريختي يك به يك از هوم  (

,𝑅𝑆)لي باشد. در اين صورت اگر  𝑅𝑆) زير جبر فازي ناهموار از –يك هوم𝑳𝟏 باشد، آنگاه تصوير(𝑅𝑆, 𝑅𝑆)  تحتφ  يك

  خواهد بود. 𝐿ଶزير جبر لي فازي ناهموار از–هوم

,𝐿)جبر لي -ل از هومايده آ–يك هوم𝐻 فرض كنيد  .٧,٢گزاره  [ , ]௅, 𝛼௅)  باشد. اگر (𝑅𝑆, 𝑅𝑆)ايده آل -يك هوم

,𝑅𝑆)باشد، آنگاه مجموعه فازي ناهموار  𝐿فازي ناهموار از  𝑅𝑆) تعريف شده با  

𝑅𝑆(𝑎 + 𝐻) =  ሧ 𝑅𝑆(𝑎 + 𝑥)

௫ఢு

,    𝑅𝑆(𝑎 + 𝐻) = ሧ 𝑅𝑆(𝑎 + 𝑥)

௫ఢு

             

 

) جبر خارج از قسمتي -ايده آل ناهموار روي هوم -يك هوم
௅

ு
 , [−, −]௅ , 𝛼௅).خواهد بود  

:𝑓دو مجموعه و  Bو 𝐴 فرض كنيد  .٨,٢تعريف  𝐴 → 𝐵  يك تابع باشد. مجموعه فازي ناهموار ൫𝑅𝑆, 𝑅𝑆൯را ناوردا 

𝑓(𝑥)مي ناميم اگر و تنها اگر  𝑓تحت  = 𝑓(𝑦)  براي هر𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴  نتيجه دهد كه  

𝑅𝑆(𝑥) = 𝑅𝑆(𝑦),                (𝑅𝑆(𝑥) = 𝑅𝑆(𝑦) 
:𝜑   فرض كنيد. ٩,٢گزاره  (𝐿1, [−, −]𝐿1

, 𝛼𝐿1
) → (𝐿2, [−, −]𝐿2

, 𝛼𝐿2
جبرهاي لي  -يك همريختگي پوشا از هوم(

,𝑅𝑆) باشد. مجموعه فازي ناهموار  𝑅𝑆)جبر فازي ناهموار ناوردا تحت -يك هومφ است اگر و تنها اگر 

𝜑൫𝑅𝑆, 𝑅𝑆൯ = ቀ𝜑൫𝑅𝑆൯, 𝜑൫ 𝑅𝑆൯ቁ 

   باشد.  𝐿ଶزير جبر فازي ناهموار از-يك هوم 
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 حل معادلات دیفرانسیل کسری با استفاده از توابع ترکیبی گنوچی

  سيد مهدي شفيع اف
  smshafiof@pnu.ac.ir، تهران، ايران، ١٩٣٩٦-٣٦٩٧نور، صندوق پستي  علمي گروه رياضي، دانشگاه پيامعضو هيئت

  

  چكيده

مكاني براي حل معادلات ديفرانسيل كسري با مشتق ددي مبتني بر كاربرد توابع پايه تركيبي گنوچي و روش همدر اين مقاله، روشي ع
هاي پذير، ابزار مناسبي براي تقريب جواببا خواص متعامد و انعطاف هاشده روي زيربازهگسسته توابع تركيبي گنوچي  .كاپوتو ارائه شده است

 آورد. محاسبهمكاني نيز با تبديل مساله به يك سيستم جبري، امكان حل عددي كارامد را فراهم ميوش همشوند. راين معادلات محسوب مي
عملگر مشتق كسري كاپوتو توابع تركيبي گنوچي به صورت مستقيم و بدون تقريب در افزايش دقت و سرعت همگرايي روش 

  اده شده است.كارايي و دقت روش در حل دو مثال عددي نشان دتاثير گذار است. 

 مكاني.روش همعملگر مشتق كسري؛  معادلات ديفرانسيل كسري؛ توابع تركيبي گنوچي؛لمات كليدي: ك

  مقدمه -١

اند. اين معادلات ديفرانسيل كسري در چند دهه اخير توجه چشمگيري را در جوامع علمي و مهندسي به خود جلب كرده
شوند. بر خلاف تعميمي از معادلات ديفرانسيل معمولي محسوب مي شوند،معادلات كه مشتقات مرتبه كسري را شامل مي

اي سيستم وابسته هستند، مشتقات كسري حافظه سيستم و تاريخچه آن را در مشتقات مرتبه صحيح كه تنها به وضعيت لحظه
ها اثرات گذشته بر رفتار سازد كه در آناي را ممكن ميهاي پيچيدهسازي پديدهگيرند. اين ويژگي منحصر به فرد، مدلنظر مي

 :شودهاي متعددي مشاهده ميكاربردهاي معادلات ديفرانسيل كسري در حوزه .گذاردفعلي سيستم تاثير مي

 سازي مواد ويسكوالاستيك، انتقال حرارت، ديناميك سيالات مدل :فيزيك و مهندسي 

 ميك جمعيت، رشد تومورهاي زيستي، ديناسازي انتشار دارو در بافتمدل :شناسي و پزشكيزيست 

 :گذاري اختيار معاملهسازي بازارهاي مالي با حافظه بلندمدت، قيمتمدل اقتصاد و مالي 

 ها و مواد هوشمند: توصيف رفتار پليمرها، كامپوزيتعلوم مواد 

 :هاي كسري، فيلترهاي فراكشنالكنندهطراحي كنترل كنترل و پردازش سيگنال 

كسري به ندرت ممكن است و حتي براي معادلات ساده نيز اغلب به صورت توابع ويژه پيچيده  حل تحليلي معادلات ديفرانسيل
هاي متعددي براي حل عددي معادلات هاي عددي كارامد را ضروري ساخته است. روششوند. اين امر توسعه روشبيان مي

هاي تفاضلي، را دارند به عنوان نمونه به روشهاي خاص خود اند كه هر كدام مزايا و محدوديتديفرانسيل كسري توسعه يافته
 .]١[توان اشاره نمود هاي طيفي و تابعي ميالمان محدود، روش

هاي ممتازي هستند كه آنها را براي حل هاي متعامد هستند. اين توابع داراي ويژگياياي از چندجملهدسته  توابع گنوچي    
  : ]٢[سازد معادلات ديفرانسيل مناسب مي

 متعامد هستند٠،١توابع گنوچي بر بازه [ :صيت تعامدخا [ 
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 شوندضرايب با دقت بالا محاسبه مي :پايايي عددي 

 نرخ همگرايي نمايي براي توابع هموار :همگرايي سريع 

 قابليت تطبيق با شرايط مرزي مختلفپذيري: انعطاف 

 روابط بازگشتي ساده براي توليد توابع :سادگي محاسباتي 

هاي خاص هستند، به عنوان يك تكنيك رياضي قدرتمند ايپالس با چندجمله-كركيبي، كه شامل تركيب توابع بلاتوابع پايه ت
هاي گنوچي، ايپالس و چندجمله-اند. در اين مقاله، با تركيب تابع بلاكبراي حل طيف وسيعي از مسائل مورد استفاده قرار گرفته

مشتق كسري كاپوتو توابع تركيبي گنوچي را به صورت مستقيم و بدون تقريب  سازيم. سپس عملگراي مييك تابع پايه قطعه
هاي حل معادلات ديفرانسيل است كه در آن جواب به صورت تركيب خطي از توابع ي از روشمكانكنيم. روش هممحاسبه مي

 به صورت زير سازماندهي شده است:گردد. اين مقاله شود و شرط برقراري معادله در نقاط گسسته اعمال ميپايه تقريب زده مي

در بخش دوم، تعاريف مقدماتي و خواص مورد نياز ارائه شده است. در بخش سوم عملگر مشتق كسري توابع تركيبي گنوچي 
بيان شده  يمكانهمتوابع تركيبي و روش كسري با استفاده از كنيم. در بخش چهارم روش حل معادله ديفرانسيل را محاسبه مي

  پايان نتايج عددي و كارايي روش در حل دو مساله به تفصيل مورد بررسي قرار گرفته است. است. در 

 نيازمقدمات و پيش  -٢

  مرتبه مشتق كسري و 𝛼كنيم گردد. فرض ميدر اين بخش، برخي از تعاريف و روابط مورد نياز در محاسبات ارائه مي
𝑚 = [𝛼] +     .]٢[باشد نمايشگر جزء صحيح مي []كه  ١

  شود:به صورت زير تعريف مي 𝛼،مشتق چپ كسري كاپوتو از مرتبه  -٢.١يف تعر
𝐷௧

ఈ𝑓(𝑡)௔
஼ =

ଵ

୻(௠ିఈ)
∫ (𝑡 − 𝜏)௠ିఈିଵ௧

௔
𝑓(௠)(𝜏)𝑑𝜏,                                   (١) 

 يك خاصيت مهم مشتق كاپوتو عبارت است از

𝐷𝑡
𝛼

0

𝐶
𝑡𝑟 = ൝

  0,                           𝑟 ∈ 𝑁0,   𝑟 < 𝑚, 𝑁0 = 𝑁 ∪ {0},   
Γ(𝑟+1)

Γ(𝑟+1−𝛼)
𝑡𝑟−𝛼,          𝑟 ∈ 𝑁0,   𝑟 ≥ 𝑚  يا 𝑟 ∉ 𝑁, 𝑟 > 𝑚   

                              (٢) 

𝛼هنگامي كه  = 𝑧گردد.تبديل مي مرتبه مشتق يك عدد صحيح باشد، مشتق كسري به مشتق معمولي ، يعني 

  : ]٣[ شودصورت زير تعريف مي 𝐺௡(𝑡)هاي گنوچي ايچندجمله -٢ .٢تعريف 

𝐺௡(𝑡) = ෍ ቀ
𝑛
𝑘

ቁ

௡

௞ୀ଴

𝑔௡ି௞𝑡௞, 

          (٣) 
𝑔௞كه  = 2𝛼௞ − 2௞ାଵ𝛼௞  عدد گنوچي و𝛼௞ هاي زير صدق صيتهاي گنوچي در خاايچندجملهباشند. عدد برنولي مي
  كنندمي

𝐺௡(1 − 𝑡) = (−1)௡ାଵ𝐺௡(𝑡).                                                       (٤) 
                                                          ௗೖ

ௗ௧ೖ 𝐺௡(𝑡) =
௡!

(௡ି௞)!
𝐺௡ି௞(𝑡),                                                          (٥) 

,𝑞௡௠(𝑡) پالسبلاكتوابع تركيبي گنوچي و  -٣. ٢تعريف  𝑛 = 1,2, … , 𝑁, 𝑚 = 1, … , 𝑀  به صورت زير  [0,1]در بازه
  : ]٢[ شودتعريف مي

𝑞௡௠(𝑡) = ቐ
𝐺௠(𝑁𝑡 − 𝑛 + 1),   𝑡 ∈ ቂ

௡ିଵ

ே
,

௡

ே
ቁ ,

  در غير اين صورت                                   ,0
                            (٦) 
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𝑓همچنين هر تابع . باشندپالس ميهاي گنوچي و توابع بلاكايبه ترتيب مرتبه چندجمله 𝑚 و 𝑛كه  ∈ 𝐿ଶ[0,1] توان را مي
 با استفاده از توابع تركيبي گنوچي به صورت زير تقريب زد:

𝑓 ≈ 𝑓ேெ = ෍ ෍ 𝑐௡௠𝑞௡௠(𝑡) = 𝐶்
ேெ𝑄ேெ(𝑡)

ே

௡ୀଵ

ெ

௠ୀଵ

, 

           (٧) 
 كه در آن

𝐶ேெ = [𝑐ଵଵ, 𝑐ଶଵ, … , 𝑐ேଵ, 𝑐ଵଶ, … , 𝑐ேଶ, … , 𝑐ଵெ, … , 𝑐ேெ],                                           

𝑄ேெ(𝑡) = [𝑞ଵଵ(𝑡), 𝑞ଶଵ(𝑡), … , 𝑞ேଵ(𝑡), 𝑞ଵଶ(𝑡), . . . , 𝑞ேଶ(𝑡), … , 𝑞ଵெ(𝑡), … , 𝑞ேெ(𝑡)]. 

 𝑄ேெ(𝑡) گنوچي و بردار  توابع تركيبي𝐶ேெ  باشند .ضرايب مجهول ميبردار  

  تركيبي گنوچي محاسبه عملگر مشتق كسري كاپوتو توابع -٣

 كنيمدهيم. در گام نخست، فرض مينشان مي 𝐷ఈا را بتوابع تركيبي گنوچي عملگر مشتق كسري كاپوتو         

 , 𝑖 = [𝛼] + 1 𝑡 ∈ ቂ
௡ିଵ

ே
,

௡

ே
ቁ) مي نويسيم٦) و (١، با استفاده از معادلات ،(  

𝐷𝑡
𝛼𝑞

𝑛𝑚
(𝑡) = 𝐷𝛼𝑞

𝑛𝑚
(𝑡)

0

𝐶
=

1

Γ(𝑖 − 𝛼)
න (𝑡 − 𝜏)𝑖−𝛼−1

𝑡

0

𝑞
𝑛𝑚

(𝑖)(𝜏)𝑑𝜏 

=
ଵ

୻(௜ିఈ)
∫ (𝜏)௜ିఈିଵ௧

଴
𝑞௡௠

(௜)(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 =
ଵ

୻(௜ିఈ)
∫ 𝜏௜ିఈିଵ௧ି

೙షభ

ಿ
଴

𝐺௠
(௜)(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏,  

𝑚گيريم در نظر مي ≥ 𝑖 در غير اين صورت ،𝐷ఈ𝑞௡௠(𝑡) =  )، از معادله بالا داريم:٥باشد. با استفاده از خاصيت (مي 0

1

Γ(𝑖 − 𝛼)
න 𝜏𝑖−𝛼−1

𝑚!

(𝑚 − 𝑖)!

𝑡−
𝑛−1

𝑁

0

𝑁𝑖𝐺𝑚−𝑖(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏 

=
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
න 𝜏௜ିఈିଵ

𝑚!

(𝑚 − 𝑖)!

௧ି
௡ିଵ

ே

଴

𝑁௜𝐺௠ି௜ ൭𝑁 ቆ൬𝑡 −
𝑛 − 1

𝑁
൰ − 𝜏ቇ൱ 𝑑𝜏, 

𝑇) و تغيير متغير ٥)، (٢)، (١با به كاربردن روابط ( = 𝑡 −
௡ିଵ

ே
  خواهيم داشت:اخير،  در معادله 

𝐷𝛼𝑞
𝑛𝑚

(𝑡) =
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
න 𝜏𝑖−𝛼−1

𝑚!

(𝑚 − 𝑖)!

𝑇

0

𝑁𝑖𝐺𝑚−𝑖൫𝑁(T − 𝜏)൯𝑑 

=
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
න 𝜏௜ିఈିଵ

்

଴

𝐺௠
(௜)൫𝑁(T − 𝜏)൯𝑑𝜏 = 𝐷்

ఈ𝐺௠(𝑁T)଴
஼  

= ෍ ቀ
𝑚
𝑘

ቁ

௠

௞ୀ଴

𝑁௞𝑔௠ି௞ 𝐷்
ఈ(T௞)଴

஼ = ൞

0,                                     𝑘 < 𝑖

෍ ቀ
𝑚
𝑘

ቁ

௠

௞ୀ௜

𝑁௞𝛼௠ି௞

Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 − 𝛼 + 1)
T௞ିఈ,    𝑘 ≥ 𝑖
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= ൞

0,                                     𝑘 < 𝑖

෍ ቀ
𝑚
𝑘

ቁ

௠

௞ୀ௜

𝑁௞𝑔௠ି௞

Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 − 𝛼 + 1)
൬𝑡 −

𝑛 − 1

𝑁
൰

௞ିఈ

,    𝑘 ≥ 𝑖.
 

(٨) 

𝑡براي  ∈ [
௡

ே
,   دهيم)، قرار مي٦) و (١با استفاده از معادلات ( (1

𝐷𝛼𝑞
𝑛𝑚

(𝑡) =
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
න (𝜏)𝑖−𝛼−1

𝑡

٠
𝑞

𝑛𝑚

(𝑖)(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 

=
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
න 𝜏௜ିఈିଵ

௧ି
௡ିଵ

ே

௧ି
௡
ே

𝐺௠
(௜)(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏 

=
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
ቌන 𝜏௜ିఈିଵ

௧ି
௡ିଵ

ே

଴

𝐺௠
(௜)(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏 

− න 𝜏𝑖−𝛼−1

𝑡−
𝑛

𝑁

0

𝐺𝑚
(𝑖)(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏൱, 

رت زير عمل )، به صو٥) و (٤باشد. براي محاسبه انتگرال دوم با استفاده از خواص () مي٨انتگرال اول در اين رابطه  معادل (
   كنيممي

1

Γ(𝑖 − 𝛼)
න 𝜏𝑖−𝛼−1

𝑡−
𝑛

𝑁

0

𝐺𝑚
(𝑖)(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏 

=
1

Γ(𝑖 − 𝛼)

𝑚! 𝑁௜

(𝑚 − 𝑖)!
න 𝜏௜ିఈିଵ

௧ି
௡
ே

଴

𝐺௠ି௜൫1 − (−𝑁(𝑡 − 𝜏) + 𝑛)൯𝑑𝜏 

=
(−1)௠ି௜ାଵ

Γ(𝑖 − 𝛼)

𝑚! 𝑁௜

(𝑚 − 𝑖)!
න 𝜏௜ିఈିଵ

௧ି
௡
ே

଴

𝐺௠ି௜ ൭−𝑁 ቆቀ𝑡 −
𝑛

𝑁
ቁ − 𝜏ቇ൱ 𝑑𝜏 

=
(−1)௠ାଵ

Γ(𝑖 − 𝛼)
න 𝜏௜ିఈିଵ

௧ି
௡
ே

଴

𝐺௠
(௜) ൭−𝑁 ቆቀ𝑡 −

𝑛

𝑁
ቁ − 𝜏ቇ൱ 𝑑𝜏 

𝑍اين معادله ، با به كاربردن روندي مشابه مرحله قبل و تغيير متغير  = 𝑡 −
௡

ே
 شود بهتبديل مي 

(−1)𝑚+1 ෍ ቀ
𝑚

𝑘
ቁ

𝑚

𝑘=0

(−𝑁)𝑘𝑔
𝑚−𝑘

𝐷𝑍
𝛼(Z𝑘)

0

𝐶
 

= ൞

0,                                     𝑘 < 𝑖

(−1)௠ାଵ ෍ ቀ
𝑚
𝑘

ቁ

௠

௞ୀ௜

(−𝑁)௞𝛼௠ି௞

Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 − 𝛼 + 1)
Z௞ିఈ,    𝑘 ≥ 𝑖

 

= ൞

0,                                     𝑘 < 𝑖

(−1)௠ାଵ ෍ ቀ
𝑚
𝑘

ቁ

௠

௞ୀ௜

(−𝑁)௞𝛼௠ି௞

Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 − 𝛼 + 1)
ቀ𝑡 −

𝑛

𝑁
ቁ

௞ିఈ

,    𝑘 ≥ 𝑖.
 

(٩) 
 بنابراين
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𝐷𝛼𝑞
𝑛𝑚

(𝑡) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

 

  0,                                                                                   𝑡 ∈ ቂ0,
𝑛−1

𝑁
ቁ ,

   𝑍𝑛𝑚(𝑡),                                                                       𝑡 ∈ ቂ
𝑛−1

𝑁
,

𝑛

𝑁
ቁ,      

𝑍𝑛𝑚(𝑡) − 𝑃𝑛𝑚(𝑡),                                                    𝑡 ∈ ቂ
𝑛

𝑁
, 1ቁ,     

         (١٠) 

  باشند.) مي٩) و (٨برابر روابط ( 𝑃௡௠(𝑡) و   𝑍௡௠(𝑡) كه

 بيان روش  -٤

 گيريم:معادله ديفرانسل كسري زير را در نظر مي
)١١(                                                          𝐷𝑡

𝛼
0

𝐶
𝑦(𝑡) = 𝑓൫𝑡, 𝑦(𝑡)൯, 𝑦(0) = 𝑦

0
,  

 ريم:توابع تركيبي گنوچي و عملگر مشتق كسري كاپوتو دابا استفاده از تقريب 

𝐷𝛼 ቀ𝐶𝑇
𝑁𝑀𝑄𝑁𝑀

(𝑡)ቁ − 𝑓 ቀ𝑡, 𝐶𝑇
𝑁𝑀𝑄𝑁𝑀

(𝑡)ቁ 

= ൭ ෍ ෍ 𝑐௡௠𝐷ఈ𝑞௡௠(𝑡)

ே

௡ୀଵ

ெ

௠ୀଵ

൱ − 𝑓 ൭𝑡, ෍ ෍ 𝑐௡௠𝑞௡௠(𝑡)

ே

௡ୀଵ

ெ

௠ୀଵ

൱ = 0 

௜ୀ଴{𝑡௜}گاوس -مكاني لژاندربا جايگذاري نقاط هم
௞، 𝑘 برابر است با 𝑁𝑀 −  𝑝௞ାଵ لژاندراي جملههاي چند، كه ريشه1

 آيد:يك سيستم از معادلات جبري به صورت زير به دست مي معادله بالا،در  باشند،مي

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧൭෍ ෍ 𝑐𝑛𝑚𝐷𝛼𝑞

𝑛𝑚
(𝑡𝑖)

𝑁

𝑛=1

𝑀

𝑚=1

൱ − 𝑓 ൭𝑡𝑖, ෍ ෍ 𝑐𝑛𝑚𝑞
𝑛𝑚

(𝑡𝑖)

𝑁

𝑛=1

𝑀

𝑚=1

൱ = 0

෍ ෍ 𝑐𝑛𝑚𝑞
𝑛𝑚

(0)

𝑁

𝑛=1

𝑀

𝑚=1

= 𝑦
0

 

  گردد. ضرايب مجهول و جواب معادله تعيين ميبا حل اين دستگاه كليه 

  عددي هايمثال -٥

  :]٤[ گيريممعادله زير را در نظر مي: ١-٥مثال 

)١٢(                      𝐷𝑡
2

0

𝐶
𝑦(𝑡) + 𝐷𝑡

3

2

0

𝐶

𝑦(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 1 + 𝑡,    𝑦(0) = 1, 𝑦́(0) = 1.  

𝑦(𝑡)جواب دقيق اين معادله  = 𝑡 + 𝑁باشد. با اسفاده از روش ارائه شده براي مي 1 = 2, 𝑀 = را به صورت زير  𝑦(𝑡)تابع  3
 زنيم:تقريب مي

𝑦(𝑡) = 𝑐ଵଵ𝑞ଵଵ(𝑡) + 𝑐ଵଶ𝑞ଵଶ(𝑡) + 𝑐ଵଷ𝑞ଵଷ(𝑡) + 𝑐ଶଵ𝑞ଶଵ(𝑡) + 𝑐ଶଶ𝑞ଶଶ(𝑡) + 𝑐ଶଷ𝑞ଶଷ(𝑡) 
= 𝑐ଵଵ + 𝑐ଵଶ(4𝑡 − 1) + 𝑐ଵଷ(12𝑡ଶ − 6𝑡) + 𝑐ଶଵ + 𝑐ଶଶ(4𝑡 − 3) + 𝑐ଶଷ(12𝑡ଶ − 18𝑡 + 16). 

مكاني، ضرايب مجهول به صورت زير به دست همعملگر مشتق كسري كاپوتو و روش ) و اعمال ١٢با جايگذاري در معادله (
  آيند:مي

𝑐11 = 1, 𝑐12 = 0, 𝑐13 = 0, 𝑐21 = 0.75, 𝑐22 = 0.25, 𝑐23 = 0, 
 باشد.كه برابر با جواب دقيق معادله مي

𝑦(𝑡)معادله ديفرانسيل با مشتق مرتبه كسري با جواب دقيق : ٢-٥مثال      = 𝑡ଶ ٥[ باشدبه صورت زير مي[: 
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𝐷𝑡
0.6

0

𝐶
𝑦(𝑡) + 𝑦(𝑡) =

2

Γ(2.4)
𝑡1.4 + 𝑡2, 𝑦(0) = 0 

𝑁اده از روش ارائه شده براي با اسف = 2, 𝑀 =  ٢و خطاي مطلق جواب در شكل  ١هاي دقيق و تقريبي در شكل جواب 4
  اند.رسم شده

  

  
 ٢-٥هاي دقيق و تقريبي مثال جواب: ١شكل 

  

 
  ٢-٥مثال : خطاي مطلق جواب ٢شكل 



 

 
 ١٥٣   

 

  بندينتيجه و جمع -٦

با مشتق كاپوتو ارائه شد كه از توابع تركيبي گنوچي به  در اين مقاله، روشي عددي براي حل معادلات ديفرانسيل كسري
كند. همچنين عملگر مشتق كسري توابع مكاني براي تشكيل سيستم معادلات جبري استفاده ميعنوان توابع پايه و روش هم

دقت و سرعت تركيبي گنوچي به منظور افزايش دقت روش بدون تقريب محاسبه گرديد. نتايج عددي نشان داد كه اين روش از 
توان كاربرد اين روش را در معادلات ديفرانسيل كسري با تأخير، همگرايي خوبي برخوردار است. جهت كارهاي آينده مي

 هاي معادلات كسري و معادلات ديفرانسيل كسري جزئي گسترش داد.سيستم
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F-310 ١٥٧-١٥٤، صص.  
  

  آموزش ریاضی در عصر دیجیتال

 سميه تاري

 s_tari@aazaruniv.ac.irدانشگاه شهيد مدني آذربايجان ، ، استاديار١

 

  چكيده

توجــه بــه ماهيــت  پــردازد. بــاي بــر تجربــه مياين مقاله بــه بررســي آمــوزش رياضــي در عصــر ديجيتــال و ارائــه راهكارهــاي عملــي مبتنــ
ــوين  ــد هــوش مصــنوعي در طــرح و حــل مســائل مختلــف رياضــي، نيازمنــد راهبردهــاي ن ــزار جدي انتزاعــي دروس رياضــي و وجــود اب
آموزشــي هســتيم تــا عــلاوه بــر انتقــال مفــاهيم دقيــق رياضــي، توانــايي يــادگيري مفيــد و درســت در دانشــجويان ايجــاد گــردد. در ايــن 

ــي بــه عنــوان كمــك كننــده بــه دانشــجويان در يــك كــلاس درس پــژوه ــه نتــايج اســتفاده از هــوش مصــنوعي چــت جــي پــي ت ش ب
  پرداخته شده است. نتايج حاكي از افزايش مشاركت دانشجويان و بهبود درك مفاهيم پيچيده رياضي است.

  رياضي، يادگيري تعاملي. آموزش الكترونيكي، آموزش رياضي، تاثير چت جي پي تي در آموزش كلمات كليدي: 

 مقدمه -١

پردازد. با توجه به ماهيت اين مقاله به بررسي آموزش رياضي در عصر ديجيتال و ارائه راهكارهاي عملي مبتني بر تجربه مي
انتزاعي دروس رياضي و وجود ابزار جديد هوش مصنوعي در طرح و حل مسائل مختلف رياضي، نيازمند راهبردهاي نوين آموزشي 

تيم تا علاوه بر انتقال مفاهيم دقيق رياضي، توانايي يادگيري مفيد و درست در دانشجويان ايجاد گردد. در اين پژوهش به هس
نتايج استفاده از هوش مصنوعي چت جي پي تي به عنوان كمك كننده به دانشجويان در يك كلاس درس پرداخته شده است. 

  هبود درك مفاهيم پيچيده رياضي بوده است.نتايج حاكي از افزايش مشاركت دانشجويان و ب
با اين حال، تدريس دروس مفهومي مانند  .آموزش الكترونيكي به عنوان يك ضرورت در نظام آموزشي عصر حاضر مطرح است

و تعامل مستقيم استاد  نيازمند بهماهيت انتزاعي مفاهيم رياضي،  .رياضيات در اين بستر با چالشهاي منحصر به فردي روبروست
  مي پردازد. لكترونيكيتركيبي از تدريس سنتي و ا اين مقاله به تجربيات عملي در تدريس رياضي به صورت .استدانشجو 

ل دانشجويان شده اي استدلاهتوانايافزايش  ومفهوم رياضي بهبود درك  باعث  در آموزش رياضيات،عي دغام هوش مصنوا
  است . 

مصنوعي تحقيقات محدودي به بررسي استفاده از آن در يادگيري مفاهيم تحليلي با وجود پيشرفتهاي زياد در زمينه هوش 
 را چت جي پي تي  استفاده از  شده باك مسير يادگيري نوين كميك  مطالعه اين كاف،براي پر كردن اين ش و اثباتي شده است.

است. اين پژوهش در سه مرحله  ضيرياهاي در ساخت و درك اثبات جويانكند كه هدف آن بهبود توانايي دانش معرفي مي
جمع  اسناد مصاحبه و تحليل مشاهده،  طريق از هادادهانجام شده است. ي و تحليل بازگشتي آزمايش طراحآزمايش،  سازيآماده

  . اندشده آوري و بررسي
 براي ي رياضي نه تنهاهااثباتجويان است. براي دانششده  هاي شناختچالشهاي رياضي از اثبات مفاهيم و فرآيند يادگيري

ي نيز محسوب مي و انتقال دانش رياضساختاردهي  توسعه، در ضروري ابزارهاي كههستند، بلي حياتمفاهيم رياضي  درك تعميق
راي رياضي باز دشواري يكي ، آن را به و برهانهاي رياضي ساخت اثباتي و استنتاجي انتزاع اًاين حال، ماهيت ذات ].  با١[شوند 
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گي از شايستحياتي  ايبهكنند كه هرچند اثبات جنميتأييد ] ٣نويسندگان در [ .]٢[ است تبديل كرده جوياندانش بسياري از
تمايل  جويان دانش دهند.ميتوسعه  يكنونآموزشي  هاييوهدر شكافي  به طور را مهارت اين به ندرت جوياناست، دانش ضيريا

 خواص كامل به كارگيري، بدون درك يا محاسبه مقادير مثلثاتياده از جداول دارند، مانند استففرمولي  يكردهايزيادي به رو
شوند و مي مواجه كلا مشب sin210محاسبة مقاديري مانند  درجويان و دانش آموزان براي مثال، بسياري از دانش مثلثاتي.  توابع

دانش آموزان دانشجويان و  دهد كه ميها نشان ايشاين گر ]. ٤[ ندارند را تيتوانايي تشخيص يا ارتباط دادن روابط مختلف مثلثا
بالا و   حكه اثبات مستلزم تفكر سطحالي در دارند؛ سروكار محور جهو با تمركز بر وظايف نتي به صورت سطحي اغلب با رياضيات 

  رياضي است. مفاهيم تركيب 
به اطلاعات و پردازش آن را ي نحوة دسترستوجهي  قابل طور اينترنت، به و اينههاي راياهاي سريع در فناوريپيشرفت

ي ها، هوش مصنوعميان اين نوآوري ]. در٥اند [كردهفراهم رياضي  يادگيري بهبود براي جديدي هايفرصت و اندكردهدگرگون 
 شود كه براي انجامي اطلاق متي هاي محاسبابه سيستمهوش مصنوعي . است كرده آموزش ظهور در عنوان ابزاري برجسته به

  ].٦انساني دارند [ هوش به اند كه نيازحي شدهطراي وظايف
بيني داشت. اي توجه كردند كه رفتار غيرقابل پيشهاي ديجيتال به چت جي پي تي، نوآوري فناورانه، رسانه٢٠٢٠در سال  

هاي چت جي بي فت]. يكي از پيشر٧ظهور چت جي پي تي علاقه عمومي را به تاثيرات مثبت و منفي آن در جامعه جلب كرد [
در ي به تعاملات آموزش كند كه شبيهي را فراهم ممصنوعي  هوش و كاربران بلادرنگ بين و پويا گفتگوي كانامتي اين است كه 

بازخورد  هدانش آموزان با ارائدانشجويان و  براي بهبود يادگيريي تانسيل قابل توجهت. چت جي پي تي پاسسي محيط هاي در
 كه اندكردهاز دانش آموزان گزارش  ٥٧ખ٤ ٪د كه ندهي نشان م هامحتواي پيچيده دارد. پژوهشي به س فوي و تسهيل دستر

ابد كه نشان دهندة ظرفيت آن يي، ميزان مشاركتشان افزايش مك چت جي پي تي  پشتيباني مي شوندكه يادگيري با كمزماني 
در اين مطالعه نيز دانشجويان شركت كننده در اين كر است كه لازم به ذ را دارد.يادگيري د در ترويج مشاركت فعال در فرآين

  اند.تحقيق بر تاثير مستقيم چت جي پي تي در يادگيري موثر تاكيد داشته
در اين مقاله ابتدا به روشهاي مختلف استفاده از هوش مصنوعي در آموزش رياضي اشاره شده است كه در بخش روش شناسي 

گيري به تاثير اين روشها در آموزش پرداخته شده است. با توجه به پيشرفت روزافزون تيجهآورده شده است. سپس در بخش ن
هوش مصنوعي آشنايي و امتحان روشهاي مختلف براي استفاده بهينه از اين ابزار و كاهش مضرات آن در آموزش رياضي لازم و 

  ضروري مي باشد. 

  شناسيروش -٢

مداخله بر اين . مي كند ارزيابي و پياده سازي، توسعهوزة آموزش رياضيات را نوين در حشي مداخلة آموزاين مطالعه، يك 
شي آموزكمك  ابزاري فناوري چت جي پي تي به عنوانطريق ادغام  اثباتهاي رياضي ازدر جويان بهبود درك و توانايي دانش

هاي روشباشند. ني آذربايجان ميجوي رشته رياضي دانشگاه شهيد مدانشد ٣٥. شركت كنندگان پژوهش شامل باشدز ميمتمرك
رياضي  سنجش توانايي هايآزمون و اسناد تحليل هدفمند از دانشجويان، هاي مصاحبهآوري داده شامل مشاهدة كلاس،  معج

كيفي مورد بررسي قرار گرفت كه امكان بررسي جامع  تحليل كردشده با استفاده از رويهاي مشاهده داده. باشددانشجويان مي
چرخة تكرارشونده انجام شد كه هر كدام سه مرحله را در چهار . اين پژوهش در د يادگيري و توسعه مفهوم را فراهم كردفرآين

  .پياده سازي آزمايش و تحليل گرفت: مرحله آماده سازي،جي در بر ميچارچوب مطالعة اعتبارسن
فاده از چت جب بي تي تدريس شد و در پايان در چرخه اول يك جلسه درسي برگزار شد كه مفاهيم توسط استاد بدون است

تمريناتي براي حل براساس مفاهيم تدريس شده در اختيار دانشجويان قرار گرفت كه در اين بخش دانشجويان مجاز به استفاده 
  از چت جي پي تي براي حل تمرينات نبودند.
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س شد، سپس اسلايدهاي آماده شده توسط در چرخه دوم يك جلسه درسي برگزار شد كه ابتدا مفاهيم توسط استاد تدري
استاد درباره همان مفهوم با استفاده از چت جي پي تي در اختيار دانشجويان قرار گرفت و در پايان جلسه تمريناتي براي حل در 

  نبودند.اختيار دانشجويان قرار داده شد كه در اين بخش نيز دانشجويان مجاز به استفاده از چت جي پي تي براي حل تمرينات 
در چرخه سوم ابتدا درس توسط استاد تدريس گرديد به دانشجويان امكان و اجازه استفاده از چت جي پي تي براي آموزش 
درس تدريس شده داده شد و در پايان جلسه تمريناتي براي حل در اختيار دانشجويان قرار داده شد كه در اين بخش دانشجويان 

  براي حل تمرينات نبودند. مجاز به استفاده از چت جي پي تي
در چرخه چهارم پس از تدريس توسط استاد دانشجويان مشابه حالت سوم از چت جي پي تي براي آموزش موارد تدريس 
شده استفاده كردند. در پايان تمريناتي براي حل در اختيار آنها قرار گرفت كه كه در اين بخش دانشجويان مجاز به استفاده از 

  ي حل تمرينات بودند.چت جي پي تي برا
نتايج حاصل از حل تمرينات توسط دانشجويان در هر چهار چرخه جمع آوري و مورد تحليل قرار گرفت. هم چنين در پايان 
چهار چرخه مصاحبه اي در مورد روند يادگيري در هر چهار چرخه انجام گرفت كه بيش از هشتاد درصد شركت كنندگان  مفيد 

  يادگيري اعلام داشتند.بودن چرخه چهارم را در 

 بندينتيجه و جمع -٣

مباحث تدريس شده ها از كه هدف آن سنجش درك آن گرفته شدارزشيابي اوليه انشجويان داز ها، يش از شركت در فعاليتپ
 بود كه پاية آنها در مورد موضوعات جديد مورد نظر  دانش سنجش براي معياري به عنوان. اين ارزشيابي در چهار جلسه است

 متمايز فعاليت در چهار يادگيري در آزمايش باشد. فرآيندمشخص گرديد دانش اوليه از موضوع در دانشجويان در حد صفر مي
  يافت و نتايجي به شرح زير حاصل شد: سازمان

 در فعاليت اول و دوم فقط دانشجويان سطح متوسط به بالا به درك نسبي از مطلب رسيدند (براساس مصاحبه صورت گرفته
شده در پايان كلاس اين مطلب مشخص شد). اين گروه از دانشجويان تنها بخش ناچيزي از تمرينات را حل كردند. اكثريت 

  دانشجويان اظهار داشتند كه نيازمند مطالعه دوباره  مطالب تدريس شده هستند و توانايي حل تمرينات را ندارند.
دقيقه به دانشجويان اجازه داده شد كه  ٣٠. سپس درمدت زمان در بخش سوم ابتدا مطلب درسي توسط استاد تدريس شد

مطالب درسي را با استفاده از چت جي بي  تي دوباره مورد ارزيابي قرار دهند.  در اين  فرآيند هر دانشجو براساس سوالات و 
وع رسيده بودند و اظهار داشتن ابهامات خود مطلب را بازبيني كرده بود و تا حدودي اكثريت دانشجويان   به درك درستي از موض

كه تعاريف و مفاهيم و مثالهاي حل شده را كامل متوجه شده اند. در مورد حل تمرين  در اين مرحله اكثريت درك درستي از 
  سوالها داشته اند؛ ولي تنها تعداد محدودي توانسته بودند تمرينات رو به طور كامل حل نمايند.

دقيقه به دانشجويان اجازه داده شد كه  ٣٠توسط استاد تدريس شد. سپس در زمان  در بخش چهارم  ابتدا مطلب درسي
اي كه در مطالب درسي را با استفاده از چت جي بي  تي دوباره مورد ارزيابي قرار دهند . مشابه حالت سوم و با توجه به تجربه

انه دريافت نمودند. برخي از آنها كه موفق به حل داشتند. دانشجويان مطالب درسي را به طور منسجم و با ديدي نقاد ٣مرحله 
تمرين نشده بودند با استفاده از چت جي پي تي به حل تمرينات اقدام نمودند. دو نتيجه قابل تامل در اين مرحله به دست آمده 

ي به اشتباهات  آن هاي چت جي پي تي از حل تمرين، را ارائه مي دادند كه توجهبود. برخي از دانشجويان بدون توجه، راه حل
هاي چت جي پي تي  دقت كرده بودند و با نداشته اند. اما گروهي  (سطح متوسط به بالاي كلاس) با ديدي منتقدانه به راه  حل

  ها در نهايت به جواب درست رسيده بودند.تصحيح يا اشاره به اشتباه موجود در برهان
  رت گرفت مهم ترين نتايج ذكر شده توسط دانشجويان به شرح زير است:در مصاحبه اي كه بعد از اتمام اين چهار مرحله صو
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بدون داشتن اطلاعات اوليه از موضوع در برخي موارد جوابهاي گنگ و گمراه كننده از چت جي پي تي  به دست آمده  -١
 است.

 شد.منجر ميدر استفاده از چت جي پي تي شكستن مسئله به مسائل كوچكتر و حل گام به گام به جوابهاي بهتري  -٢

در حل مسائل عددي مانند محاسبه انتگرال يا مباحث مربوط به آناليز عددي چت جي پي تي به خوبي عمل كرده و  -٣
احتمال اشتباه در آن كم است. ولي در مورد دروس استدلالي مانند منطق و جبر در اكثر موارد نيازمند تفكر  و تبادل 

 دو طرفه براي حصول نتيجه هستيم.

اي بين  فايلهاي آموزشي الكترونيكي  به صورت ويديويي  و چت جي پي تي اشاره شده بود كه  زمان يسهبه مقا  -٤
دستيابي به اطلاعات مورد نياز در سطح كارشناسي با استفاده از چت جي پي تي پايين آمده و در صرفه جويي زمان 

 مفيد است.

هاي نويسنده به عنوان مدرس رياضي اين است كه قدرت  با توجه به پيشرفت روزافزون هوش مصنوعي، يكي از دغدغه
اين پژوهش با هدف بررسي تفكر و استدلال رياضي در بين دانشجويان و دانش آموزان با وجود اين ابزار تقويت شود. 

ديدگاه دانشجويان رشته رياضي، در استفاده  از چت جي پي تي انجام شد. اين مطالعه با بررسي موردي، كيفيت 
يري  دروس رياضي را مورد ارزيابي قرار داده است كه در چهار مرحله مختلف اين بررسي انجام گرفته است. با يادگ

توجه به نظر مثبت اكثريت دانشجويان در استفاده از آن، نتايج حاكي از آن است كه در استفاده از آن بايد احتياط 
كه فاقد درك عميق از مفاهيم رياضي باشد. استفاده كنترل  كامل را رعايت كرد چه بسا در مواردي نتايجي ارائه گردد

شود. ولي منجر مي حلهاي هوش مصنوعيوابستگي بيش از حد برخي دانشجويان به راهنشده از چت جي پي تي به 
ميتوان با استفاده از آموزش هوشمندانه استفاده از هوش مصنوعي در يادگيري و حل مسائل رياضي به دانشجويان، تا 

شود كه در اين پژوهش فقط به بررسي استفاده دي مشكلات و چالشهاي ايجاد شده را كاهش داد. در پايان يادآور ميح
از هوش مصنوعي توسط دانشجويان پرداخته شده است اما استفاده از آن توسط اساتيد و مربيان براي بهبود كيفيت 

  تواند مورد ارزيابي و بررسي  قرار گيرد. آموزش مي
  

 اجعمر -٤

[1]  S. Mahfudy Strategi pembuktian matematis mahasiswa pada soal geometri. JTAM: Jurnal Teori Dan Aplikasi 
Matematika, 1(1), pp.31-40, 2017. https://doi.org/10.31764/jtam.v1i1.101. 

 [2] J. Muzangwa, U. Ogbonnaya, Visualization techniques for proofs: Implications for enhancing 
conceptualization and understanding in mathematical analysis. Journal of Honai Math, 7(2), 347–362. 
https://doi.org/https://doi.org/10.30862/jhm.v7i2.603 

[3]  M.S. Noto, N, Priatna, and J. A. Dahlan, J, Mathematical proof: The learning obstacles of pre service 
mathematics teachers on transformation geometry. Journal on Mathematics Education, 10(1), 117–126. 
https://doi.org/10.22342/jme.10.1.5379.117- 126 

[4]  C. L. Maknun, R. Rosjanuardi, and A. Jupri, From ratios of right triangle to unit circle: an introduction to 
trigonometric functions. Journal of Physics: Conference Series, 1157, 022124. https://doi.org/10.1088/1742-
6596/1157/2/022124. 

[5]  C.A. Bonfield, M. Salter, A. Longmuir, M. Benson, and C. Adachi, Transformation or evolution? Education 
4.0, teaching and learning in the digital age. Higher Education Pedagogies, 5(1), 223–246. 
https://doi.org/10.1080/23752696.2020.1816847 

[6]  L. Chen, P. Chen, and Z. Lin, Artificial Intelligence in education: A review. IEEE Access, 8, 75264–75278. 
https://doi.org/10.1109/ACCESS.2020.2988510 

  



 

 
 ١٥٨   

 

F-312 ١٦٢-١٥٨، صص.  
  

 پلکانی در حل مسائل کنترل بهینهروش 

 مهدي افشار

  mehdi.afshar@iau.ac.ir؛  ه آزاد اسلامي واحد زنجاندانشگا، مهدي افشار

 

  چكيده

در اين مقاله يك راه حل موثر براي حل مسائل كنترل بهينه ارائه شده است. حل مسائل كنترل بهينه با روشهاي تحليلي در مسائل كاربردي 
بنا نهاده شده اند كه در مواقع محاسبات  )PMPن (در اكثر موارد عملا مقدور نيست. روشهاي تحليلي بر پايه اصل بيشينگي پونترياگي

مشكلات اين روش ديده مي شود.  در اينجا روشي براي حل مسائل كنترل بهينه ارائه شده كه براي مسايلي كه كنترل در آنها به صورت 
  ي را در خود دارد. پله اي مي تواند باشد بسيار موثر است. اين روش قابليت استفاده از انواع روشهاي ابتكاري و تحليل

  كنترل بهينه، مدلسازي رياضي، اصل بيشينگي پونترياگين. كلمات كليدي: 

 مقدمه -١

هاي هاي فيزيكي، بيولوژيكي، اقتصادي و ساير سيستمسازي سيستمسازي و بهينهكنترل بهينه يك ابزار قدرتمند در مدل
 PMPاست. با اين حال،  (PMP) اصل بيشينه پونترياگين  . روش كلاسيك و اصلي در اين حوزه،[4-1]دنياي واقعي است

 :هاي عملي مهمي داردمحدوديت
 كنترل شروط هموار بودن در: PMP كند كه تابع كنترل، پيوسته و داراي مشتق پيوسته استفرض مي. 
 ي پيچيده باحل مسائل با ديناميك پيچيده يا تابع هزينه :پيچيدگي محاسباتي PMP دشوار است. 

ي كنترل عملي هاي داراي رله)، تغيير پيوستهياري از كاربردهاي واقعي (مانند تزريق دارو، تخصيص منابع، يا سيستمدر بس
ها ثابت هاي بين آنشود كه كنترل فقط در لحظات مشخصي تغيير كند و در بازهدر اين موارد، ترجيح داده مي .نيست  يا مطلوب

در بخش بعدي اين روش در دو صورت  .به دست آورد PMP توان مستقيماً باپلكاني را نمي يا  گامبهگام هايبماند. چنين كنترل
  طول گامهاي ثابت و متغير ارائه مي شود.

  معرفي روش پلكاني  -٢

ابتدا مثالي ساده از مساله كنترل را كه به صورت تحليلي جواب آن قابل محاسبه است ارائه مي دهيم كه جواب تحليلي آن 
  دقيق محاسبه شده است. هم به صورت
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  .يك تابع پيوسته است PMP تابع كنترل بهينه حاصل ازجواب اين مساله به صورت تحليلي است و به شكل  زير است و 
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  روش پلكاني با گامهاي ثابت  -١.  ٧

 :شودبه اين صورت معرفي مي پلكاني روش
 لبازه زماني ك   0,  T ًشودزيربازه مساوي) تقسيم مي ٣به چند زيربازه (مثلا. 

 شود كه تابع كنترلفرض مي  ( )u t (اما ناشناخته) دارد. مثلاً مقادير  مقدار ثابت  در هر زيربازه يك  , ,   
 شود كه در آن مقادير تبديل مي سازي پارامتريمسئله بهينه كبا اين فرض، مسئله كنترل بهينه به ي

,  بهينه ,   بايد پيدا شوند. 
 براي ارزيابي تابع هزينه با فرض مقادير مشخص براي اين پارامترها، معادله ديفرانسيل حالت( , , )x f x u t  به

 .شودهر زيربازه حل مي صورت متوالي و با شرايط اوليه مناسب در

 مانند الگوريتم ژنتيك  سازيهاي فراابتكاري بهينهالگوريتم براي يافتن مقادير بهينه پارامترها، از (GA) تبريد ،

 .شوداستفاده مي (PS) و جستجوي الگو (SA) سازي شدهشبيه
توان اي از توابع پلكاني تقريب زد، مين با دنبالهتواكند هر تابع پيوسته را مياي كه بيان ميبا استفاده از لم  طبيعي است كه

دست يابد. حتي ممكن است در برخي  PMP هاي مفيدي نزديك به جوابتواند به جوابگام ميبهمطمئن بود كه روش گام
ه ) آمد١نمودار توابع كنترل در شكل( .پيدا كند PMP نسبت به  بهتري هاي، جوابهمواريموارد به دليل حذف محدوديت 

  است.

  
 : جواب تحليلي مساله كنترل بهينه و جواب پلكاني١شكل 

 :نتايج عددي براي مثال ساده
  در حالتي كه مساله باPMP  است.  0.0143حل مي شود تابع هزينه برابر 
  ،دست آمده توسط هزينه نهايي به در حالتي كه مساله با روش پلكاني و با سه گام(با طول گام ثابت) حل شود

 .نزديك است PMP است كه بسيار به جواب 0.01435  هاي مختلف حدودالگوريتم
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  روش پلكاني با گامهاي متغير -٢.  ٧

را نيز به عنوان متغيرهاي  هاطول خود بازه  توان نه تنها مقادير كنترل در هر بازه، بلكهپذيري و دقت بيشتر، ميبراي انعطاف
 .در نظر گرفت سازيبهينه

 به جاي تقسيم مساوي بازه [0,T]آن را به ، [0, a]، [a, b] و [b, T] كنيمتقسيم مي. 

 هم مقادير كنترل  , ,   و هم نقاط مرزي  a و  b شوندسازي پيدا ميتوسط الگوريتم بهينه. 

 :نتايج عددي براي مثال ساده با اندازه گام متغير

 با 0.01257  ي به دست آمده با اين روشهزينه نهاي PS)  (كمتر) از هزينه نهايي  بهتر PMP (0.0143) است. 

 دهدتر را افزايش ميهاي بهينهها، پتانسيل يافتن جوابدهد كه آزاد كردن اندازه گاماين نشان مي. 

 دهنده اهميت تطبيق ساختار انها، اولين گام زماني بسيار كوتاهي داشت (نزديك به صفر)، كه نشدر همه الگوريتم
 ) آمده است.٢نمودار توابع كنترل در شكل(  .كنترل با ديناميك مسئله است

  
 : كنترل بهينه با روش پلكاني با گامهاي متغير٢شكل

 

  كاربرد در مسائل دنياي واقعي  -٣.  ٧

هاي    ] مدل5فيستر و همكارانش [ درماني مفيد هستند. به عنوان مثال، رنههاي كنترل بهينه براي كنترل بهينه شيميروش 
درماني را مطالعه كردند. آنها يك استراتژي كنترل بهينه را مشخص كردند كه توده سرطاني و مختلف كشتن سلول در شيمي

دل كنيم. مهاي آنها اعمال ميرساند. ما روش گام به گام را براي يكي از مدلهزينه كل مقدار داروي اعمال شده را به حداقل مي
  رياضي مسئله به صورت كنترل بهينه در آمده است:
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min ( ( ) ) ( )

1
( ) ln( ) ( ) ( )

(0) , ( ) 0

T

dJ a N t N bu t dt

N t rN u t N t
N

N N u t



  

  

 


  

  پارامترهاي اين مدل عبارتند از:
• N(t) چگالي نرمال شده تومور در زمان :t،  
• r،نرخ رشد تومور :  
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• d،مقدار دوز :  
• u(t)،فارماكوكينتيك وابسته به زمان دارو :  
• Nd.چگالي مطلوب تومور : 

 T = 20و  r = 0.1 ،a = 3 ،b = 1 ،d = 0.45 ،Nd = 0 ،N0 = 0.975سازي خود را با فرض از دست دادن كليت، بهينهبدون 
به دست آمده است، نشان  PMPچگالي تومور و استراتژي كنترل بهينه مربوطه را كه با استفاده از روش  ٥دهيم. شكل انجام مي

نشان داده شده است. هزينه  ٦مرحله ثابت) در شكل  ٥اده از روش گام به گام ما (با دهد. كنترل بهينه به دست آمده با استفمي
زينه شود، هاست. همانطور كه مشاهده مي ١٠,٨٦٦٦و  ١٠,٧٧٥٨اي به ترتيب برابر با مرحله ٥و روش گام به گام  PMPنهايي 

تر ن در هر مرحله را دارد و در عمل بسيار آساناست، در حالي كه مزيت ثابت بود PMPنهايي روش پيشنهادي نسبتاً نزديك به 
است و اجراي آن در دنياي واقعي (مثلاً تنظيم پروتكل  ثابت گام به دست آمده، در هر مرحلهبهكنترل گام  قابل استفاده است.

  ) آمده است.٤و٣نمودار توابع كنترل در شكل( .تر از يك تابع كنترل پيوسته استتزريق دارو) بسيار ساده

  
 

 : جواب مدل كنترل بهينه مدل كنترل تومور با روش پونترياگين٣شكل

 

  
 : جواب مدل كنترل بهينه مدل كنترل تومور با روش پلكاني٤شكل

 بندينتيجه و جمع -٣

 براي اصل بيشينه پونترياگين در بسياري از مسائل   جايگزين عملي و قدرتمند  گام معرفي شده، يكبهروش گام
 .اي واقعي استكنترل بهينه دني
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 مزاياي كليدي: 
 .ترندكند كه در عمل مطلوبهاي بهينه پلكاني را فراهم ميامكان يافتن كنترل  :پيوستگيحذف محدوديت  .١
سازي پارامتري استاندارد كه با ابزارهاي رايج قابل تبديل مسئله كنترل بهينه به يك مسئله بهينه  :سادگي اجرا .٢

 .حل است
 .سازيهاي ثابت يا متغير و نيز تركيب با هر الگوريتم بهينهامكان استفاده از اندازه گام  :پذيريانعطاف .٣
هاي پيچيده بيولوژيكي، نتايجي بسيار نزديك هاي ارائه شده، هم در مسائل ساده و هم در مدلدر مثال  :كارايي .٤

 .توليد كرده است PMP (و گاهي بهتر) از
ي خروجي ساده، گسسته و براي متخصصان حوزه كاربردي (مثل پزشكي يا مديريت هاكنترل  :قابليت تفسير .٥

 .منابع) قابل درك و اجرا هستند
 

 مراجع -٤

[١] S. P. Sethi, and G. L. Thompson, Optimal Control Theory: Applications to Management Science and 
Economics, Kluwer, Boston, 2nd edition, (2000). 

[٢] S. Lenhart, J. T. Workman, Optimal Control Applied to Biological Models, Chapman and Hall, London, 
(2007). 

[٣] K. Renee Fister, J.C. Panetta, Optimal Control Applied to Competing Chemotherapeutic Cell-kill 
Strategies, 
Chapman and Hall, London, (2007). 

[٤] D. Kirschner, S. Lenhart, S. SerBin, Optimal Control of the Chemotherapy of HIV, Journal of 
Mathematical 
Biology, 35, (2007), 775–792. 

[٥] K. Fister, J. Donnelly, Immunotherapy: An Optimal Control Theory Approach, Mathematical Biosciences 
and Engineering, 2(3), (20059; 499–510. 
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  تحت عدم قطعیت فازی  بندی بهبود یافتهمثال نقضی بر یک روش رتبه

 مدينه فرنام

  m.farnam@scu.ac.irپرديس صنعتي شهداي هويزه، دشت آزادگان، خوزستان، ايران؛  -مهندسي برق، دانشگاه شهيد چمران اهوازگروه 
 

  چكيده

قطعيت در شرايط فازي دارند. از اين رو بررسي صحت سازي و عدمبندي كاربردهاي بسياري براي حل مسائل مختلف بهينههاي رتبهروش
ي بر يكي از اين دسته نها داشته باشد. در اين مطالعه مثال نقضآتواند تاثير شاياني در توسعه تئوري و كاربردي نها ميآو نحوه عملكرد 

اي مبتني بر مقادير مياني، مرحلهبندي چنديك روش رتبه[1] ، ماريموثو و ماهاپاترا ٢٠٢٠دهم. در سال هاي بهبود يافته ارائه ميروش
نقض، ضمن بهبود  هايبا ارائه برخي مثال [2]يافته معرفي كردند. در ادامه جيوارج اي تعميمشعاعي، چپ و راست براي اعداد فازي ذوزنقه

دهد. اي ارائه دادند. اما اين روش نيز در مواردي تمايز صحيحي بين اين نوع اعداد را نشان نمييافتهبندي اصلاحقضاياي ايشان، روش رتبه
𝑢෤ଵيافته مانند اي تعميمذوزنقه يعدد فاز كنها براي يآ = ⟨(𝑎ଵ, bଵ, cଵ, dଵ); 𝜔ଵ⟩ اعي و مقادير چپ و راست را به ترتيب مقادير مياني، شع

𝑚(𝑢෤ଵ)براساس روابط =
(ୠభାୡభ)

ଶ
𝜔ଵ،𝑟(𝑢෤ଵ) =  

(ୡభି௕భ)

ଶ
𝜔ଵ،𝐿(𝑢෤ଵ) =

(ୠభି௔భ)

ଶ
𝜔ଵ،𝑅(𝑢෤ଵ) =

(ௗభି௖భ)

ଶ
𝜔ଵ در [2]محاسبه كردند .

         
  

      
       

            
        

             
           

           
   

 

  

[1] Marimuthu, D., & Mahapatra, G. (2021). Multi-criteria decision-making using a complete ranking of 
generalized trapezoidal fuzzy numbers. Soft Computing, 25(15), 9859-9871. 

[2] Jeevaraj, S. (2022). A note on multi-criteria decision-making using a complete ranking of generalized 
trapezoidal fuzzy numbers. Soft Computing-A Fusion of Foundations, Methodologies & Applications, 
26(21). 

  
   

براي است.  متفاوت  اعداد فازي  ني  ب  تمايز  فاقد توانايي  مواردي  كه روش اصلاحشده مذكور، در  ميدهيم  مثال نقض نشان  يك  با ارائه  ادامه، 
با وجود مساوي نبودن دو عدد، تمامي مقاير مياني،  𝑢෤ଶ  =  ⟨(−0/2,0,0/2,0/4);  0/2⟩ و   𝑢෤ଵ  =  ⟨(−0/4,0,0/4,0/8);  0/1⟩ دو عدد 
كه با وجود متفاوت بودن پارامترهاي وضوح نشان ميدهد  به  نتيجه  اين  به دست ميآيد.   ٠/٠٢ شعاعي و چپ و راست براي هر دو، برابر 
حالت قادر ن  يا  روش در  است و در نتيجه  يكسان  روش رتبهبندي  ت)، خروجي  يو  و هم از نظر ارتفاع عض  دو عدد (هم از نظر پشتيباني  اصلي 
بر متكي  يد  رتبهبن  يا  روشه  ضمني  طي  و شرا  در فرضيات  ير  مثال نقض، لزوم بازنگ  اين  .د  نميباش  بين اعداد  صحيح  و تمايز  به رتبهبندي 
دامنه پارامترهاي بر روي  اضافي  تهاي  يد  اعمال محدو  مطرحشده نيازمند  صحت قضاياي  از اين رو،  .د  دسته از شاخصها را آشكار ميساز  اين 
از پيش  بحراني،  از مثالهاي  يا  گسترده  با طيف  يد  پيشنها  رتبهبندي  آزمودن  روشهاي  بر اهميت  يافته  است. اين  ورودي  يز  اعداد فا 
به عنوان معياري داده استاندارد ميتواند  پايگاه  كي  در قالب  نقضي  مثالهاي  ني  نظاممند چن  ير  .د  گردآو  ميكن  تأكيد  نتايج،  تعميمدهي 
را مقاومتر و قابلاطمينانتر  رتبهبندي  هاي  شو  و توسعه ر  گيرد  مورد استفاده قرار  آينده  يا  روشه  صحت و قدرت تمايز  ارزيابي  يا  بر  عملي 

د.   يا  نم  تسهيل 

عدد فازي؛ عدد فازي ذوزنقهاي تعميميافته؛ روش رتبهبندي؛ مثال نقض. كلمات كليدي: 

مراجع  
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  بررسی نظری ساختار مقدار مورد انتظار برای اعداد فازی شهودی

 ٢، هادي بصيرزاده١مدينه فرنام

  rm.farnam@scu.ac.iپرديس صنعتي شهداي هويزه، دشت آزادگان، خوزستان، ايران؛  -مهندسي برق، دانشگاه شهيد چمران اهوازگروه ١
   basirzad@scu.ac.ir ايران؛، اهواز، دانشگاه شهيد چمران اهوازگروه رياضي، دانشكده علوم رياضي و كامپيوتر، ٢

 

  چكيده

اي از عهاي، همواره با مجموقطعيت ناشي از اعداد فازي شهودي ذوزنقهسازي تحت عدمحل بسياري از مسائل بهينه در دنياي واقعي، براي
هايي خطي مواجه هستيم. در چنين فضايي اگر براي تبديل مدل فازي شهودي به مسئله معادل قطعي از مقدار مورد اهداف يا محدوديت

بدون بررسي شرايط لازم براي [1] انتظار استفاده شود، بايد شرايط مربوط به حفظ خطي بودن ساختار بررسي شود. گرايي و همكاران 
اي مانند ي شهودي ذوزنقهعدد فاز كسازي خطي استفاده كردند. ايشان براي يك تابع انتظار، از آن در حل مسائل بهينهخطي يساختار

𝐴ሚଵ = ⟨(𝑎ଵ, bଵ, cଵ, dଵ; 𝜔ଵ), (𝑎ଵ
ᇱ , bଵ, cଵ, 𝑑ଵ

ᇱ ; 𝜐ଵ)⟩  رابطه 𝐸𝑥(𝐴ሚଵ) =
(௔భାୠభାୡభାୢభ)ఠభା(௔భ

ᇲ ାୠభାୡభାௗభ
ᇲ )జభ

଼
را به عنوان مقدار مورد  

 
     

      
    

 
 

 

  

   

  

[1] Garai, T., Chakraborty, D., & Roy, T. K. (2018). Possibility–necessity–credibility measures on 
generalized intuitionistic fuzzy number and their applications to multi-product manufacturing system. 
Granular Computing, 3(4), 285-299. 

  
   

انتظار معرفي نمودند. البته در بيشتر مثالهاي ايشان اعداد به گونهاي تنظيم شدند كه مقادير عضويت و عدم عضويت با هم مقداري برابر
را در مثالهايي با اعداد فازي شهودي خاص خود  در نظر گرفته شد. در واقع ايشان كارايي روش  داشتند. علاوه براين، مقدار ترديد نيز صفر 
براي و ارتفاع عدم عضويت  تنها در صورتي يك عملگر خطي است كه ارتفاع عضويت   𝐸𝑥 نشان ميدهد  تابع  بررسي كردند. بررسي بيشتر 
مانند و هر اسكالر حقيقي نامنفي   𝐴ሚଶ و   𝐴ሚଵ به عبارت دقيقتر، براي دو عدد  د.  نش  يكسان با  به كار رفته در مدل  تمامي اعداد فازي شهودي 
برهان اين قضيه از طريق باشند.   𝜐ଵ  =  𝜐ଶ و   ωଵ  =  ωଶ وقتي برقرار است كه   𝐸𝑥൫λ𝐴ሚଵ  +  𝐴ሚଶ൯  =  λ𝐸𝑥൫𝐴ሚଵ൯  +  𝐸𝑥൫𝐴ሚଶ൯ تساوي   λ
حاصل ميشود. اين نتيجه به تعريف جمع و ضرب اسكالر بر روي پارامترهاي ذوزنقهاي و جايگذاري در فرمول تابع انتظار  اعمال مستقيم 
اين شرط در كاربردهاي واقعي، كه در آن اعداد فازي شهودي متنوع با وضوح محدوديت ذاتي اين تعريف خاص از انتظار را نشان ميدهد. 

در نتيجه، با اينكه اين قضيه گامي رو به جلو در تبيين خواص رياضي تابع نميشود.  درجات مختلفي از اعتماد و ترديد حضور دارند، محقق 
اين مطالعه بر ضرورت توسعهي تعاريف جايگزين يا انتظار است، كاربرد عملي آن در بهينهسازي خطي عمومي را با چالش مواجه ميسازد. 
تعميميافته از مقدار مورد انتظار كه بتوانند ساختار خطي را بدون چنين شرايط محدودكنندهاي حفظ كنند، يا ملاحظهي صريح مؤلفه ترديد
مقاومتر يا ارائهي چهارچوبهاي شهودي  يري فازي  گل  در مدلسازي، تأكيد ميكند. پژوهشهاي آتي ميتوانند بر طراحي عملگرهاي انتگرا 

رو  كاملتري حفظ ميكنند، متمركز شوند.   تبديلي غيرخطي كه اطلاعات شهودي را به ط 

مقدار مورد انتظار؛ عدد فازي شهودي؛ بهينهسازي؛ ساختار خطي. كلمات كليدي: 

مراجع  
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های پذیری در سیستمبررسی مفهوم کنترلو  کاربرد جبر لی در نظریه کنترل
 لی هایبراکتکنترل غیرخطی با استفاده از 

 اللهيمهرآسا آيت

 m_ayatollahi@pnu.ac.ir :، تهران، ايران١٩٣٩٥-٤٦٩٧ي، دانشگاه پيام نور، صندوق پستي گروه رياض، استاديار

  چكيده

ها توسط معادلات خطي . در اين فضا، رفتار سيستماست شده بنا اقليدسي فضاي در خطي هايسيستم پايه بر ابتدا از كنترلنظريه 
قابل  هاسيستم پايداري و كنترل براي بررسي هاي كلاسيكروش و ي انتقالهافضاي حالت خطي، ماتريس نظيرو ابزارهايي  شودميبيان 

 از بسياري كه شد مشخص هوشمند، هايسيستم و هاميكروماهواره هوافضا، رباتيك،ويژه در زمينه . با پيشرفت فناوري، بههستنداستفاده 
 توانمي هاي ليجبر لي و گروهاز آنجا كه به وسيله توصيف شوند.  ℝ௡ اقليدسي فضاي حتي يا خطي چارچوب در توانندنمي واقعي هايمدل

هاي اخير به يكي از ابزارهاي در دهه هاي ليكرد، جبر لي و گروهساختارهاي هندسي و غيرخطي را در كنار ساختارهاي جبري تحليل 
 هايسيستم از بسياري. اندشده تبديل يفولدها،من روي ديناميكي هايسيستم كنترل و غيرخطي كنترل خصوصبه كنترل،بنيادي در نظريه 

 اندشده تعريف فضاهايي در و دارند غيرخطي ساختاري رباتيك، بازوهاي و متحرك هايربات ها،ماهواره پهپادها، مانند رباتيكي، و مكانيكي
با ارائه  لي، هايگروه از حاصل جبري رهايساختا و ديفرانسيلي ابزارهاي از استفاده شرايط، اين در. ندارند ايساده اقليدسي رفتار كه

هاي پايدار و توسعه كنندهپذيري، طراحي كنترلهاي برداري، براكت لي و ساختارهاي ناوردا، امكان تحليل كنترلميدان مانند مفاهيمي
هاي لي به بررسي ي گروههاي ديناميكي روضمن توصيف ساختار سيستم ،در اين مقاله .كندمي فراهم را حالت تخمين هايالگوريتم

ها بدين منظور مسيرهاي ايجاد شده توسط تركيبات غيرخطي ورودي پردازيم.هاي غيرخطي در چارچوب جبر لي ميپذيري سيستمكنترل
انتها  كنيم آيا سيستم مورد نظر قادر به پيمايش كل فضاي حالت هست يا نه و درهاي لي بررسي كرده و مشخص ميرا با استفاده از براكت

  تواند برقرار باشد.هايي كه محدوديت حركتي دارند هم ميپذيري حتي براي سيستمدهيم كه شرط كنترلبا ارائه يك مثال نشان مي

 .پذيري، براكت ليجبر لي، گروه لي، كنترل غيرخطي، كنترل كلمات كليدي: 
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  پواسونهای پروفایل II در فاز 𝑻𝟐توزیع نظری آماره 

  حميد رضا محقي

  moheghi@ub.ac.irهيات علمي گروه  مهندسي صنايع دانشگاه بجنورد؛ 
 

 چكيده

هاي زيادي درباره آنها انجام شده است. اند و پژوهشها در كنترل كيفيت آماري كمتر از سه دهه است كه مطرح شدهپروفايل
ها سخ آنها متعلق به خانواده نمايي توزيع ها است. كنترل پروفايلها هستند كه متغير پااي از پروفايلرده GLMهاي پروفايل

براي به  IIباشد. در فاز مي 𝑇ଶهاي كنترل پروفايل استفاده از آماره شود و يكي از رايجترين روشانجام مي  IIو  Iدر دو فاز 
اي پروفايل از مقدار معلوم آن مشخص شود. يافتن در صورت تغيير پارامتره 𝑇ଶدست آوردن توان آزمون، لازم است توزيع آماره 

هاي گذشته توان آزمون را با به صورت نظري مشكل است و پژوهش GLMدر اين مورد در پروفايل  𝑇ଶتوزيع نظري آماره 
𝐸(𝑌)اند. پروفايل پواسون به صورت سازي به دست آوردهشبيه = 𝑒ఉబାఉభ௫  آن  نمايش داده مي شود كه درY  توزيع پواسون

شود. به بيان ديگر توزيع نظري آماره كند بررسي ميتغيير مي 𝛽଴وقتي فقط  IIز در فا 𝑇ଶآماره نظري دارد. در اين مقاله توزيع 
,𝛽଴)را وقتي بردار  𝛽ଵ) بردار  به(𝛽଴ + 𝛿଴, 𝛽ଵ) .دهد كه توزيع آمارهاثبات نظري نشان مي تغييير مي يابد به دست مي دهد 

𝑇ଶ  در اين حالت به صورت حدي برابر توزيع حاصلضرب يك مقدار ثابت (كه تابعي از𝛿଴   است ) در متغير تصادفي كاي دو
شاخصي را كه  ،ARL هاي نظري و شبيه سازي در اين پژوهش شاخص متوسط طول دنباله ،غير مركزي است. همچنين بررسي

ترل كيفيت آماري محسوب مي شود را در شريط ذكر شده مورد بررسي قرار داده است. نتايج نشان مي مهم در نمودارهاي كن
همواره نزولي نيست و ممكن است در بازه اي صعودي باشد كه نتيجه اي تعجب آور  ARL، هد با تغيير شرح داده شده در بالا

 .رسدبه نظر مي
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